UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

PRAVDEPODOBNOSTNE MODELY V LUKOSTRELBE

BAKALARSKA PRACA

2016 Lukas Kovac¢



UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

PRAVDEPODOBNOSTNE MODELY V LUKOSTRELBE

étudijny’ program:
Studijny’ odbor:

Skoliace pracovisko:

Veduci prace:

Bratislava 2016

BAKALARSKA PRACA

Ekonomicka a finan¢na matematika
1114 Aplikovana matematika
Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky

Mgr. Martin Hurban

Lukas Kovaé



48822180
Univerzita Komenského v Bratislave
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky
ZADANIE ZAVERECNEJ PRACE
Meno a priezvisko Studenta:  Lukas Kovaé
Studijny program: ekonomicka a finanénd matematika (Jednoodborové
studium, bakalarsky 1. st., denna forma)
Studijny odbor: 9.1.9, aplikovana matematika
Typ ziverefnej price: bakalarska
Jazyk zavereénej prace: slovensky
Sekundarny jazyk: anglicky
Nizov: Pravdepodobnostné modely v lukostrel'be
Probabilistic models in archery
Ciel’; Ciel'om bakalarske) price je analyza rozdeleni zdsahov v teréi, odhady presnosti
lukostrelcov, porovnanie sat'aznych systémov.
Vediici: Mgr. Martin Hurban
Katedra: FMFLKAMS - Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky
Vediici katedry: prof. RNDr. Daniel Sevéovié, CSc.
Ddtum zadania: 19.10.2015
Diatum schvilenia: 19.11.2015 doc, RNDr. Margaréta Halicka, CSc,

garant §tudijného programu

Student vedict prace



Pod’akovanie Ré&d by som sa podakoval
e Ondrejovi Kovacovi, za pomoc pri spracovani dat,

e Marii Mészarosovej (Hurbanovej), za korektiru mojich gramatickych a Stylistic-

kych zlyhani,

e Martinovi Hurbanovi, za trpezlivost, ¢as, ochotu a za rady a navrhy pri pisani

tejto prace,

e Doc. RNDr. Margaréte Halickej, CSc. za poznamky ku korektnému pisaniu

bakalarskej prace a za uvedenie do matematickej byrokracie,

e Janovi Somorcikovi, za zrozumitelné a zaujimavé prednasky z Ekonometrie, Stati-

stickych metod a Pocitacovej Statistiky.



Abstrakt

KOVAC, Lukas: Pravdepodobnostné modely v lukostrelbe [Bakalarska pracal, Uni-
verzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra
aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: Mgr. Martin Hurban, Bratislava, 2016,
45 s.

V préaci analyzujeme rozlozenie §ipov na terci vystrelenych profesiondlnymi lukostrel-
cami. Formulujeme sposoby odhadov presnosti strelca pri predpoklade, Ze rozloZenie
vystrelov sa riadi dvojrozmernym normalnym rozdelenim. Pozorovali sme, ako sa zme-
nil model po uvolneni predpokladu, 7e vystrely strelca st stustredené okolo stredu terca.
Odhadovali sme parameter, ktory by charakterizoval strelcovu presnost a vychylenost
od stredu terca. Odhady boli konstruované pomocou momentovej metdédy a metody
maximéalnej vierohodnosti. Pozitim Monte Carlo simulécii sme porovnali ich teoret-
ické kvality. Testami dobrej zhody sme overili mieru zhody teoretickych a empirickych
pocetnosti zasiahnutia zon terca. Ukazalo sa, Ze testy na skiimanej vzorke strelcov pri
vSetkych troch roznych odhadoch zaznamenali vysokd mieru zhody. NajlepSie umiest-

neny odhad momentovou metdédou vynikal aj svojou vypoctovou nenéroc¢nostou.

Krlucové slova: Odhad presnosti strelca, Metoda maximalnej vierohodnosti,

Momentova metoda, Fischerova informécia, Monte Carlo simuléacie, Test dobrej zhody



Abstract

KOVAC, Lukas: Probability models in archery [Bachelor Thesis|, Comenius University
in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied
Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr. Martin Hurban, Bratislava, 2016, 45 p.

In this study we analyze allocation of arrows on target shot by professional archers.
We formalize methods to estimate archers accuracy under condition of normally dis-
tributed shots. The study observes how the models change after releasing the condition
of arrows concentrating around the center of the target. The parameters we try to esti-
mate should describe archers accuracy and deviation from the center. The estimations
were based on maximum likelihood and moments methods. By using Monte Carlo
simulations we compared theoretical qualities of different estimations. The theoretical
and empirical accordance of frequencies, in which the individual target zones were hit,
were tested by goodness of fit tests. The tests on sample of archers showed high rate of
fit in three different estimations. The highest rated estimation by method of moments

also scored best results in operation requirements comparison.

Keywords: Estimation of archer’s accuracy, Maximum likelihood method, Method

of moments, Fischer information, Monte Carlo simulation, Goodness of fit test
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UVOD OBSAH

Uvod

Sutazivost bola vzdy hlboko zakorenena v povahe Tudi. Svoje zru¢nosti si medzi se-
bou porovnavali a predvadzali uz od staroveku. Postupom c¢asu vznikali stile novsie
a rozmanitejsie Sporty a aj pocet tucastnikov sa stale zvySoval.V stcasnosti je Sport
nesmierne popularny a rozvinuty, pocet roznych sttaznych disciplin pravdepodobne
nikto nepozné. Do sutazi sa zapajaja I'udia z celého sveta.

A tak sa dostavame k nasmu problému. Tym, Ze je Sportovcov vela, a Ze s na
vysokej drovni sa stazilo rozhodovanie, kto z nich je lepsi. V pretekoch vyhranych o
par stotin sekind sa vitazstvo moéze zdat ndhodné. Znamena takito vyhra, ze dany
bezec dobehne prvy aj nabudice? Prave z tohto dovodu sa zacali v Sportovom svete
pouzivat celkové hodnotenia Sportovcov za ich kariéru, nielen za jednu sutaz.

V naSej praci sa budeme venovat lukostrelbe a poktsime sa vytvorit hodnotenie
presnosti lukostrelca na zaklade jeho vysledkov zo stataznej kvalifikicie [4]. Spra-
vanie vystrelov budeme popisovat réoznymi pravdepodobnostnymi rozdeleniami, ako
napriklad dvojrozmernym normélnym rozdelenim. NaS$im ciefom bude odhadnuat pa-
rameter, ktory by charakterizoval strelcovu presnost a vychylenost jeho strelby od
stredu ter¢a. Analyzovat budeme postupy navrhnuté v pracach [3] a [7]. Nasledne
budeme porovnévat teoretické kvality odhadov skonstruovanych na zaklade réznych
odhadovacich metod |13]. Na pozorovanie spravania sa odhadov nam poslazia Monte
Carlo simulacie popisané v [2|. Tie nam poskytnt moznost sledovat, aka vypovednu
hodnotu o odhadoch v sebe data ukryvaja. Mieru vypovednej hodnoty bude popisovat
Fischerova informacia, ktora slizi aj na odhadnutie dolnych hranic disperzie odhadov
[10].

Zévislosti medzi veli¢inami z Monte Carlo simulécii budeme popisovat roznymi re-
gresnymi modelmi uvedenymi v [12]. Zaoberat sa budeme aj vysledkami realnych
lukostreleckych majstrovstiev a sutazi. Porovname strelcov v kvalifikacnej Casti satazi
a odhadneme parametre charakterizujtce ich presnost. Relevantnost odhadov a ich
schopnost popisat strelcov vykon overime testami dobrej zhody predstavenymi v [6],
[8] a [11]. Na zaver zhrnieme a ohodnotime rozne druhy odhadov. Pozrieme sa, ako si

pocinali pri testoch dobrej zhody a porovname ich vypoc¢tové naroky.
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1 Pravidla sportovej lukostrel’by

1.1 Rozdelenie lukostreleckych disciplin

V §portovej lukostrelbe existuje mnoho réznych disciplin ako: halova, ter¢ova, terénna,
3D,.... Zalezi od pohlavia, typu luku, terca, hribky Sipov a prostredia. Dalej mozno
strelcov delit podla typu lukov (obr. 1): olympijsky luk (recurve bow), kladkovy luk
(compound bow) a holy luk (barebow). Moze sa strielat vnutri v hale na 18 alebo 25

metrov alebo vonku s nastaveniami uvedenymi v nasledujicej tabulke:

muzi | 90m | 70m | 50 m | 30 m
vzdialenost
zeny | 70 m | 60 m | 50 m | 30 m
sirka terca 122 cm 80 cm

Lukostrelci su dalej deleni do kategorii podl'a veku a pohlavia. NajcastejSie zostavy

su:

e tzv. mala fita: strelba sady 2x36 Sipov na vzdialenost 70 m pre muzov a 60 m

pre Zeny.
e tzv. velka fita: strelba sady 36 Sipov na kazdua zo vzdialenosti 30, 50, 70 a 90 m.

Striela sa 3 alebo 6 $ipov za jedno kolo, po ktorom sa Sipy pozbieraji a ohodnotia
vysledky. Na kazdé z kol méa strelec obmedzeny c¢asovy limit. Terce sia zlozené z
desiatich rovnako vzdialenych ststrednych kruznic s bodovanym ohodnotenim od 1 do
10 (obr. 2). Vnutri najmensieho kruhu sa nachadza kruh s polovi¢nym polomerom s
bodovym oznacCenim X, ktory slazi na urcenie vytaza v pripade rovnakého bodového
zisku. Postup pri urceni vytaza je uvedeny v praci [4]. Minutie ter¢a sa oznacuje
pismenom M a predstavuje zisk 0 bodov. Polomery tercov sa liSia v zavislosti od
vzdialenosti strelca od terc¢a a prostredia (indoor, outdoor) a pohybuji sa na trovni
40 cm az 122 cm. Podrobné delenia do vekovych kategorii a dodata¢né pravidla su
uvedené v [4].

V nasej praci budeme analyzovat data zodpovedajice pripadu najcastejSie pouzi-

vanému na majstrovstvach a olympiaddach:

o typ luku: olympijsky luk
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e kategéria: muzi

e prostredie: vonku (outdoor)

e disciplina: ter¢ova lukostrelba
e vzdialenost od terca: 70 m

e velkost terca: 122 cm

e predpokladand hribka sipu: 5,5 mm

pocet vystrelov: 72

Na nasledujicich obrazkoch st zobrazené rozne typy lukov, ktoré sa pouzivaju v

sutaznej lukostrelbe a zobrazenie zoén terca s prisluSnymi bodovymi ohodnoteniami:

Obrazok 1: olympijsky luk, kladkovy luk a holy luk

10



1.2 Sitazny systém v lukostrelbe OBSAH

Obrazok 2: Bodové ohodnotenia na 122 cm a 80 cm tercéoch

1.2 Satazny systém v lukostrelbe

V sutaznej lukostrel'be existuju rézne pravidla pre postup z kvalifikacie, cez vyradovacie
siboje az na stupen vitazov. V stcasnosti sa najcastejSie pouziva systém kvalifikacie
a vyradovacich subojov. Pocas kvalifikicie sa pri discipline popisanej v ¢asti (1.1)
strielaji 2 sady po 36-tich Sipoch. Na zéaklade vysledkov kvalifikicie sa urcéi poradie,
pri¢om prvi 6smi maju zaruceny priamy postup do neskorsej fazy vyrad ovacich sibojov.

Zvysni strelci, ktori sa umiestnili nizSie ako na 6smom mieste pokracuju do fazy
vyrad ovacich stibojoch, kde prebiehaji stcasné rozstrely oboch strelcov, v sadéch po
troch Sipoch. Po vystreleni troch vystrelov sa Sipy pozbieraju a nastrielané hodnoty
sa sCitaju a porovnaju. Vyhravajici hrac ziskava 2 body, v pripade remizy ziska kazdy
strelec po jednom bode. Siboj pokracuje, az kym niektory zo strelcov neziska 6 bodov.
Ak v8ak nastane situécia, Ze obaja hraci nadobudli 5 bodov, nepokracuje sa v strielani
3 8ipov. Dochéadza k rozstrelu, kde obaja strelci vystrelia iba jeden &ip, na zéklade
ktorého sa urc¢i vitaz.

Vyradovacie siboje pokrac¢uji az do momentu, v ktorom zostane uz iba osem strel-
cov, ku ktorym sa pripoja prvi 6smi z kvalifikacnej ¢asti. Vyradovacie siboje pokracuju

rovnakym sposob az do kone¢ného urc¢enia vytaza.

11
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2 Miera vykonnosti lukostrelcov

2.1 Formulaicia problému

Predpokladame, Ze jednotlivé vystrely a teda aj celkové nastrielané bodové hodnoty
strelcov st navzijom nezavislé, rovnako rozdelené, z dvojrozmerného norméalneho rozde-
lenia. Majme ter¢ zobrazeny na obrazku 2. Oznacme si S ako mnozinu vsetkych

moznych realizacii vystrelov:
S={1,2,3,...,10, x, M}.
Pre vypoctové ucely si ozna¢me bodovi hodnotu M (missed) predstavujicu minutie

terca ako ¢islo 0. Znak x ziskany po streleni najvnitornejsieho kruhu ter¢a bude

zastupovat ¢islo 10. Na transformaciu si zadefinujme funkciu h(z) : S — N:

0; =M
h(z) =< z; ze€N
10; x=x

Mnozinu bodov z rovnakym bodovym ohodnotenim oznacime ako:
2 2 2 2 -
Aj={(z1,z0);7; <ai+ay<rj,}; jES (2.1)
Mnozina A, predstavuje medzikruzie ohrani¢ené danymi polomermi. Do polomerov

medzikruzi je zahrnuta aj polovica hrubky Sipu. Polomery bodovych zon v terci si

zobrazené v nasledovnej tabulke:

Medzikruzie | Bodovy zisk h; | Polomery zén

A 10 0

3.325
AlO 10

6.375
Ag 9

12.475
Ag 8

18.575
Ar 7

24.675
Ag 6

30.775
As 5

36.875
Ay 4

42.975
As 3

49.075
A, 2

55.175
Ay 1
) 61.275

M 0 99999.275

12



2.2 Odvodenie pravdepodobnosti zasahu medzikruzia pri predpoklade
nevychylenosti OBSAH

Potom
P(zasiahnutia j-teho medzikruzia) = / f(xq, x9)dadxs. (2.2)
Aj
2.2 Odvodenie pravdepodobnosti zasahu medzikruzia pri pred-

poklade nevychylenosti

Predpokladajme, Ze vystrely st stustredené okolo stredu terca. Za hustotu rozdele-
nia f(x1,zs) v nasom pripade dosadime hustotu dvojrozmerného normalneho rozdele-
nia. Tato pravdepodobnost bude zavisiet od smerodajnej odchylky o a od polomerov

medzikruZzi r; a 741, kedZe integrujeme cez oblasti ststrednych kruhov terca:

1 —1
P(x € Aj) = P(TJQ- <2 4as < T?_H) = // We—é(x—u)ffz (-mdx.  (2.3)
T 2

0 o 0
Po zahrnuti predpokladov p = ay = , | ¢o predstavuje situaciu, ze
0 0 o

strelci mieria do stredu terca a rozptyl vystrelov je rovnaky v Tubovolnom smere od

stredu (homoskedasticita), dosadenim do (2.3) dostavame

_,@ _12f+a3
oro?’ 27r02 ¢ dk (24)

Vyuzitim polérnej substltuae T = reosp, vy = rsing, kde ¢ € (0,27),r € (rj,rj41),

|J| = r ziskame
Tj+1 Tj+1

1 2
5 2/dgp/ re 202d7":—2/7’6_%2d7“. (2.5)
o o

Ty

Nakoniec pouzijeme substiticiu ¢ = dt = ——5dr z ¢oho dostaneme explicitni

227

formulu pre pravdepodobnost zasahu medzikruzia:

2
_J+1
2052 72 r2+1
P(x € Aj) = / eldt = e 27 — e 202 . (2.6)
v2
__J
202

2.2.1 Odhad ¢? pomocou MMV

Na odhad parametra o2 pouZijeme metédu maximalnej vierohodnosti, ktorej odhad

budeme oznacovat 2.

13



2.2 Odvodenie pravdepodobnosti zasahu medzikruzia pri predpoklade
nevychylenosti OBSAH

Vlastnosti odhadov MMV
e asymptotickd nevychylenost:

E(6%) — o pre n —» oo (2.7)

e asymptoticka efektivnost:

6% — N(0?, %) pre n — oo, (2.8)

kde ¥ je kladne definitnd matica zhodna s obratenou hodnotou Fischerovej in-

forméacie I-'(0?), ako ukdzeme v kapitole (2.4).

e konzistentnost:

Ve>0: lim(|6*—0?>¢)=0 (2.9)

n—o0

Odhad parametra ziskaného MMV je definovany ako argument maxima funkcie viero-
hodnosti, ktora je definovana ako sucin pravdepodobnosti nastatia nami nameranych

udalosti:

L(xy,... &y, 0°) = H P(X; = ;). (2.10)

Nahodna premenna X; v naSom pripade predstavuje medzikruzie zasiahnuté i-tym
sipom. P(X; = ;) je pravdepodobnost realizicie z;. Ozna¢me si funkciu P;(c?)
ako pravdebodobnost zasiahnutia j-teho medzikruzia definovani v kapitole (2.2), kde
j € S. Kedze to isté bodové hodnotenie mozeme dostat pri viacerych vystreloch, tieto

pravdepodobnosti mézme zdruzit:
L(zy,...,20,0%) = [[(Pi(e?)™ (2.11)

jes

kde n; je pocet zasiahnuti j-teho medzikruzia. Pre zjednoduSanie moZeme odteraz
pouzivat zlogaritmovani L(x,0?) (loglikelihood function), pretoZe rastica transforma-

cia zachovava argument maxima:
l(.0%) = ([[(B02)™) = 3 ny n (By(0?). (2.12)

jes jes

7 podmienky prvého radu pre bod extrému plati:

2
dl(x, 62) B
S ,_0Oo =0. 2.1
902 jezsn”Pj(er?) ! (213)



2.2 Odvodenie pravdepodobnosti zasahu medzikruzia pri predpoklade

nevychylenosti OBSAH
Z predchadzajiceho odvodenia mame
2 2
. i J
Pj(6%) = e %% —e 22 (2.14)
Potom
op;(6°) _ rj . Tig i
=_——e 27 — =—¢ 2% (2.15)
do? 204 204
a od (2.13) dostaneme vztah,
2 2
2 "y 2 _ i+
I 2% — it 203
§ : 2001 2001
n] r2 72+1 - O’ (216)
JEeS ~557 ~502
e ML — e ML

z ktorého vieme numericky dopocitat odhad variancie strelca metédou maximaéalnej

vierohodnosti.

2.2.2 Odhad ¢? pomocou momentovej metody

Odhad parametra o? moZno skonstruovat aj postupom uvedenym v [7|. Idea momen-

tovej metody sformulovanej v [13]| spo¢iva v porovnani oc¢akavanych (teoretickych) a

nameranych momentov M (X):

(2.17)

kde E(X*) je k-ty oCakdvany moment. Pouzitim vyberového priemeru, ktory je podla

[12] najlepsim linedrnym nevychylenym odhadom, ako odhadu prvého momentu ziskavame

rovnost:

Mi(X) = X = 5 = B(X),

(2.18)

kde Z namerany stcet bodov, ktoré strelec dosiahol za vSetkych N = 72 vystrelov.

Pravdepodobnost nadobudnutia bodového ohodnotenia h(j), ¢o je ekvivalentné s pravde-

podobnostou zasiahnutia medzikruzia A; odvodenou v (2.6) je:

P(x € Aj) = Pj(a2) — 5% — e 5 ,
kde mnozinu zasahov sme zadefinovali v kapitole (2.1) ako

S =1{1,2,3,...,10,x, M}.

15
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2.3 Odvodenie pravdepodobnosti zasahu medzikruzia bez predpokladu
nevychylenosti OBSAH

Zonu j zasiahneme s pravdepodobnostou P;(0?) a za kazdy vystrel ziskame h(j) bodov,
potom z definicie strednej hodnoty:
E(X) =>_h(j)P;(c?). (2.20)
jes
Po vyuziti (2.18) a dosadeni za P;(0?) z (2.19) vznika

2 2
Z =N h(j) <e—252 —e” «3221> , (2.21)

jes

¢im ziskavame implicitny vztah pre odhad 6% parametra o? pomocou momentovej

metody.

2.3 Odvodenie pravdepodobnosti zasahu medzikruzZia bez pred-

pokladu nevychylenosti

V kapitole (2.2) sme predpokladali, Ze strelci sa v priemere triafaji presne do stredu
ter¢a. V tejto kapitole budeme analyzovat situéciu, ktora nastane po uvolneni tohto
predpokladu. Predpokladajme, Ze vystrely strelca st mierne vychylené, ¢i uz vplyvom
vonkaj$ich podmienok, alebo ¢isto vlastnostami strelca. Poktisime sa skonstruovat
model, ktory by vychylenost od stredu dokézal popisat a zahrnit do vypoctov. Pred-

pokladajme, Ze vystrely st opat z normélneho rozdelenia, situované rovnomerne okolo

bodu p = i , kde w1 a po predstavuju vychylky od osi z; a x5. Pre suradnice
2
zasiahnutého bodu plati
a2 0
x~n[["]. . (2.22)
M2 0 o?
Pre zlozky vektora X plati
z; ~ N, o)1 € {1,2}, (2.23)
¢o moézeme upravit na
L O N(ui, )54 € {1,2). (2.24)
o

Nahodné premenné z; a nasledne aj * s nezavislé z normélneho rozdelenia. Potom

pre sucet ich kvadratov plati

2 2
x T

16



2.3 Odvodenie pravdepodobnosti zasahu medzikruzia bez predpokladu
nevychylenosti OBSAH

kde x3 , je necentralne chi-kvadrat rozdelenie s dvomi stupiiami volnosti a parametrom
necentralnosti A = p? + p3 definované v [9]. VSimnime si, Ze premenna z? + 23 v sku-
tofnosti predstavuje polomer r2. Parameter v\ = \/m sa tiez d& interpretovat
ako odchylka od stredu stradnicovej sustavy. Funkciou Fy(x) ozna¢ime distribuéni
funkciu necentralneho chi-kvadrat rozdelenia s dvomi stupinami volnosti a parametrom

necentralnosti \:

(z), (2.26)

(A

e B

Fy(x) =e 2 2

A() ; 1

kde Gi(x) je distribuéna funkcia centralneho chi-kvadrat rozdelenia s k stupiiami

volnosti:

Gp(z) = =222 (2.27)

Funkcia I'(t) je Gamma funkcia definovana v [1] ako:

= /xt_le_zdx, (2.28)
0

funkcia «y(a, t) predstavuje dolnti nekompletnia (lower incomplete) Gamma funkciu:

a

~y(t,a) = /xt_le_wdzz:, (2.29)

0

Podobne pre hustotu necentralneho chi-kvadratu plati
()i

0 A\ i -z
5 r'e” 2
Z 92+21 =2 Z (2) . . (2.30)

=0 ’ =0

m\y

:€

kde gi(z) je hustota centralneho chi-kvadrat rozdelenia s k& stupiiami volnosti:

1 k x
gr(r) = — T2 e 2. 2.31
©= (2.31)
Pre pravdepodobnost zasiahnutia j-teho medzikruzia A; plati
r?a?pad iy
P(x € Aj) = (r <x1—|—$2<7“]+1) P(J-éﬁ 102 2 < ;2). (2.32)
Pravdepodobnost z (2.32) mo6zme upravit na
2 2 2 2 2 2
ritry _ Tin rptwxy T
(et o) p(dsd 1 -

Vyuzitim (2.25) dostavame
2 r?
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2.4 Vypocet Fisherovej informacie OBSAH

2

Podobne ako v kapitole (2.2.1) budeme za u¢elom odhadu parametrov o® a A maxi-

malizovat zlogaritmovanu funkciu vierohodnosti
l(z,0%) = nyln (P;(0%, X)), (2.35)
jes
kde Pj(o?, \) bude pravdepodobnost zasiahnutia A; z (2.34). Dosadenim dostavame

funkciu

I(z,0°) = ;nj In (F), (%) — F\ (;—JZ) ). (2.36)

2 a )\, ktoré si oznacime ako 62 a \. Pres-

Maximalizaciou ziskame odhady pre o
nost strelca bude teda charakterizovat dvojica parametrov [\, 0?]. Analyzovany model
koresponduje s oznaceniami v [3|, pricom parameter A\ moZno stotoznit s vyrazom
accuracy popisujucim vzdialenost stredu terca od bodu, okolo ktorého su vystrely
ststredené. Vyraz precision hovori o miere rozptylenia zésahov o2 okolo tohoto bodu.
Odhady [, 7] sa uz nebudu dat vyjadrit implicitne, ako pri odhade MMV a momen-
tovou metodou pri predpoklade nevychylenosti v kapitole (2.2). Pre numerické riese-
nie vyuzijeme metody nelinearnej optimalizacie zabudované v programe R, konkrétne
funkciu nim(f(x),zo), ktord hfada minima funkcie f(z) s pociatoénym bodom opti-

malizacie xg.

2.4 Vypocet Fisherovej informacie

Veta 2.1 (Cramér—Raova nerovnost|10]). Nech fp(z) je hustota pravdepodobnosti spo-
jitd v0, X = (z1, 29, ..., x,) je nahodny vektor so zdruZenou hustotou go(X) = [\, fo(2)

a é(X) =4 je nevychyjleny odhad parametra 0. Ak go(X) splita nasledovné predpoklady:

2 Hgg(X)dX:/O 50

pricom su splnené podmienky na derivdciu parametrického integrdlu definované v [10]

dx,

~

a pre kazdé 0 je disperzia D(0) konecnd. Potom
A 1

Do) > - (237
0dlog fo(x)
nE ((_ga; ) )
2
kde viyraz nE ((%ﬁg(x)) > sa casto oznacuje ako Fischerova informdcia I(0):
D) > — (2.38)

=70y
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2.4 Vypocet Fisherovej informacie OBSAH

2

V naSom pripade budeme skimat informaciu o presnosti strelca ¢° obsiahnutd v

datach. Tvar upravenej Cramér-Raovej nerovnosti bude

1

DY 2 105

(2.39)

Nerovnos{ nam hovori o kvalite nagho odhadu. Cim nizsia je hodnota D(5?), tym pres-
nejsie mozno z dat odhadnif o2, Taktiez plati, Ze v nerovnosti (2.38) nastava rovnost
prave vtedy, ked je nas odhad ten najlepsi mozny,t. j. efektivny. Z vlastnosti odhadu
metodou maximalnej vierohodnosti (kap 2.2.1) v8ak vieme, ze odhad je asymptoticky

efektivny (2.8) a pre dostatocne velké n plati

2 1

limy—ooD(67) = o7 (2.40)

Fischerova informécia nam hovori o vypovednej hodnote dat, ktoré v nasom pripade

predstavuja bodovy zisk strelca z kazdého vystrelu. Je dana vztahom
I(0?) = E(score?), (2.41)

kde score je funkcia zavisla od 0% a bodovom ohodnoteni .

Oln(L(x,0%)) PIn(L(z,67))) _ &*l(x,67)

90? @502 (052 (242)

score(z,0%) =

Podl'a [12] je za predpokladu, Ze je funkcia In(L(z,0?)) dvakrat diferencovatelna a za
istych podmienok regularity definovanych v [10], mozeme vztah (2.41) nahradit

I(6%) = —E (8 l”&(j)’f ))) . (2.43)

Uvazujme model z kapitoly (2.2) s pravdepodobnostou 2.6. Potom podla (2.12) plati:

Z njln (P (2.44)

j€S

Derivovanim ziskame: 8[ Pi(02)

(x,0? an Paa2 (2.45)
j€S
Pllar?) Zn%%z) - (5 016
(002)2 =~ J P?(0?) 7
kde podla (2.14) a (2.15) , )

P(o?) = e _ 32 (2.47)



2.4 Vypocet Fisherovej informacie

OBSAH
a
8Pj(02) 7"]2‘ _ 7“32 T32'+1 J+1
T T3t T Tt (2:49)
Po druhej derivacii:
2D (2 2 2 2\2 2 2 2 2 2
8(?_2;) = —T—%e_%]? + (%) e 37 + 7};16 g (;Hi) e 307 (2.49)
o o o o o
Po zjednoduseni dostaneme
2 2 2 2 2 2
w _U(N e—% Tt (T 4 .- 2]2:21‘ (2.50)
(00?)? 06 \ 402 o6 \ 40?
Dosadenim do
0% P; (02 OP; (o2 2
o= [0, TR () 051
o — n .
JES ’ PJ‘Z(JQ)

ziskavame vztah pre vypocet Fischerovej informacie, ktory budeme riesit simula¢nymi

metodami.
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3. Porovnavanie teoretickej kvality odhadov OBSAH

3 Porovnavanie teoretickej kvality odhadov

3.1 Monte Carlo simulacie

Na urcenie kvality navrhnutych odhadov o2 pouZzijeme simuldcie Monte Carlo (MCS),
ktoré dokazu naSu situdciu popisat napriek nedostatku dat. Simulacie sa vyuzivaju
najmé vtedy, ked model obsahuje privela nezndmych parametrov. Vysledky simuléa-
cii dokazu bliz8ie opisat spravanie sa modelu a jeho pravdepodobnostného rozdelenia.
Princip MCS spo¢iva v generovani sad dat nahodne alebo na zaklade rozdelenia, podla
ktorého predpokladame, ze sa spravaji. MCS vyuzivaji zavery centralnej limitnej vety

uvedej v [5] a slaby zakon velkych ¢isel.

Veta 3.1 (Slaby zakon velkych ¢isel). UvaZujme nekonecni postupnost xq,xs,. ..
nezdvislych, rovnako rozdelengch, Lebesgque-ovsky integrovatelnyjch ndahodnijch premen-
nych so stredngmi hodnotami E(x,) = E(xy) = -+ = p. Potom vgberovy priemer

konverguje v pravdepodobnosti k strednej hodnote

X, 2= pu. (3.1)
n—oo
FEkvivalentne
Ve>0: lim P(|X —pu|>¢)=0 (3.2)
n—oo

Podrobné popisanie principu MCS a iné priklady vyuzitia si uvedené v [2].
V nasSich modeloch predpokladame, Ze vystrely strelca sa riadia dvojrozmernym

norméalnym rozdelenim:

z~ N, (3.3)

o 0
kde X su stradnice vystrelu, p = je strednd hodnota a > = ) kovari-
0 0 o

an¢na matica rozdelenia. V kapitole (2.2) sme odvodili pravdepodobnost s akou strelec

zasiahne bodovi zénu A:

2 2
" Ti+1

Pi(reA) = €757 — e 22 (3.4)

3.2 Algoritmus odhadu o

V dal'Som kroku zvolime nasledujuci postup:
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3.2 Algoritmus odhadu o> OBSAH

1. Diskretizacia o2
Rovnomernym diskretizovanim o2 na intervale I = (25,400) vytvorime d-podet
diskretizacii o?. Rozsah intervalu I sme urcili na zaklade presnosti realnych
strelcov pocitanych v kapitole (4).

2. Generovanie dat:
Simulujeme 72 vystrelov imaginarneho i-teho strelca s presnostou o?; i € {1,...,d}.
Vystrely st generované pomocou funkcie sample() v programe R (v. 3.2.2).

3. Vypocet odhadov 67 a 52:

Pomocou vztahov

oP;(62)
Oo?
n;—22— =10 (3.5)

kde nj, N a Z st zname hodnoty a o7 je diskretizovana premenna.

4. Opakovanie experimentov:
Parameter o7 odhadneme pre vetkych d diskretizacii. Nasledne kroky (2.) a (3.)
k-krat zopakujeme. Za k sme si v nasich vypoctoch zvolili ¢islo 100.

5. Vypocet priemeru a Standardnej odchylky odhadov:

pre kazdé z diskretizovanych o2 mame k pocet odhadov 6% a 62. Z nich spodita-
jme priemery M (o2, N) zavislé od poctu vystrelov N a presnosti o2. PouZijeme
skratené znacenie M pre odhad MMV a M pre odhad momentovou metodou.

Analogicky vypotitame Standardné odchylky S2(02, N) so znaénim S2 a S2.
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3.3 Vysledky MCS o kvalite odhadov OBSAH

#1.1:pPocitanie priemeru a odchylky sigmyE, sigmyML

for (k in 1l:kexp) { #pocet experimentov
for (i in 1:d) { #pocet deleni v diskretizacii
for (j in 1:12) { #pofet medzikruzi

prob[i,jl<-Psigmad(sigmad,i,j) #pravdepodobnost zasiahnutia medzikruzia
#gererowarie dat
¥[1,]<-sample(x=c(11:0),size=72,replace=TRUE,prob=prob[i,])
for (j in 1:12) {

expn[i,jl=-length{x[i,][x[i,]==12-7])
%experiwerté]ra sigmaML pre sigmad[i] v k-tom experimente
expsigmaML [k,i]<-uniroot.all(PMLi, c(0, 500))
#experimentalna sigmaB pre sigmad[i] v k-tom experimente
expsigmag[k,i]l<-uniroot.all(pPei,c(0,500))

for (i in 1:d) {
ME[i]<=-mean(expsigmab[,i])
S2B[1]=-var (expsigmaB[,i])
MML [i]<=-mean(expsigmamL[,7])
SZML[1]=-var (expsigmamL[,7])

Obrazok 3: Vynatok zo zdrojového kédu programu pouzivajiceho MCS

Obréazok 3 predstavuje implementaciu krokov 1-5 v prostredi R. Funkcia prob(z, size,
replace, prob) zabezpecuje ndhodny vyber z z € S s navratom. Vybera 72krat s pravde-
podobnostou zasiahnutia jednotlivich bodovych zon P;(c?) odvodenou v ¢asti (2.2).
Funkcia uniroot.all() hTada korene rovnic (3.5) a (3.6) na zvolenom intervale, funkcie

mean() a var() poc¢itaji priemery a Standarné odchylky odhadov o? z k experimentov.

3.3 Vysledky MCS o kvalite odhadov

Odhady 67 a 67 a nasledne aj ich priemery M a M by sa mali nachadzat blizko povodnej

2
o;.
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3.3 Vysledky MCS o kvalite odhadov OBSAH

2 X
— M=

g 1 g
= § B 1= § B
S 3

I I I I T T T T

100 200 300 400 100 200 300 400

o a

Obrazok 4: M a M pri konStantnom pocte vystrelov N = 72

Na obrazku 4 vidime, ze uz pre pocet simulacii £ = 100 sa strednd hodnota odhadov
pohybuje velmi blizko k povodnej hodnote o2, z ktorej boli data generované. Parametre
B st odhadnuté koeficienty v linearnej regresii a ich hodnoty su dopoc¢itané v programe
R: = 0.9979, 8 = 0.9997.

Pouzitie MCS nam umoznuje skumat aj disperzie odhadov, ktoré tiez charakterizuju
kvalitu. Cfm lepsi odhad, tym si je istejsi a jeho disperzia je nizsia. Pri MCS bude

disperziu nahradzat jej aproximécia, tandardna odchylka S2.
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3.3 Vysledky MCS o kvalite odhadov OBSAH
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Obrazok 5: Zavislost tandardnych odchylok odhadov 52 a §2 od o2

7 obrazku 5 je zrejmé, 7e odhad 62 je kvalitnejsi, pretoze je niz§ia ako v pripade
odhadu 2. Toto pozorovanie nie je prekvapivé, pretoZe 62 bol odhad metédou max-
imalnej vierohodnosti. Vztah medzi o2 a diperziou jej odhadov naznacuje polynomialny

rast. Ocakavame, ze Standardnéa odchylka odhadov by sa mohla riadit funkciou
S*(0®) ~ (%), (3.7)
kde koeficient a chceme odhadnit. Zlogaritmujme obe strany (3.7):
In(S%(0?%)) ~ In(0*)* = alno? (3.8)

Na obrazku 6 je zobrazeny vztah medzi Ino? a In(S?(c?)).
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3.3 Vysledky MCS o kvalite odhadov

OBSAH

2
Ing

0.2

Obrazok 6: Zavislost S?(0?) od o2
sklon regresnej priamky je

Podl'a obrazku 6 je vztah linedrny, ¢o nAm potvrdzuje polynomiélny rast S?(o?) od

In(S%*(0?)) = alno’.

Mocninu polynému uréime pouzitim linearnej regresie In(c?) na In(S?%(c?)), kde

(3.9)
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3.3 Vysledky MCS o kvalite odhadov OBSAH
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Obrazok 7: Zavislost disperzie odhadu od o2 s regresnou krivkou

Regresné krivky na obrazku 7 st urcené rovnicami typu

kde pouzijeme odhadnuty parameter a, koeficienty b a ¢ st konstanty odhanuté regre-
siou (3.7). Vypocitané koeficienty predpokladanych vztahov st uvedené v prilohe A.
Vyssie uvedeny postup pouzijeme pri viacerych relaciach, v ktorych bude domnievany
polynomialny charakter. Nasledne vznikad nova motivacia sledovat vyvoj disperzie v
zavislosti od poctu dat. Intuitivne by zavislost mala byt klesajica funkcia, kedze
zvy$enim mnozstva dat maju odhady k dispozicii viacej informacii o strelcovi a jeho

presnosti.
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3.3 Vysledky MCS o kvalite odhadov OBSAH
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Obrazok 8: Zavislost S?(0?) od N

Generovanie dat na obrazku 8 prebiehalo rovnako ako v postupe na zaciatku kapitoly
(3.2). Diskretizovali sme v§ak premenna N predstavujicu pocet vystrelov, zatial ¢o
vektor pravdepodobnosti bol fixovany pre 02 = 56.25, za ktora sme dosadili priemernt
presnost realnych strelcov vypocitant v kapitole (4). Regresné krivky predstavuji

zavislost

1
82(02> ~ ;
Na obrazku 8 sti zvyraznené hodnoty odhadov S%(0?) pre N = 72, ¢o predstavuje pocet

Sipov vystrelenych pri ,malej fite".
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3.4 Fischerova informaécia OBSAH

3.4 Fischerova informacia

Monte Carlo simulacie mozno pouzit na vypocet Cramer-Raove] medze. V kapitole

(2.4) sme mali definovany vztah

D(6%) >

o (3.10)

kde I(0?) predstavovala Fischerovii informéciu. V kapitole (2.4) sme uviedli aj vzorec

M#):—E(§%§§?). (3.11)

Je zaujimavé pozorovaf vztah medzi teoretickou hranicou I~1(0?) a §tandardnymi od-

pre jej vypocet:

chylkami odhadov. V simuldciach v predchadzajtcej kapitole sme generovali data na
odhad vyvoja S%(0?) pri zmene 02 a N. Tie isté data moéZme pouZit na nacrtnutie Fis-
cherovej informéacie. V obrazkoch 9 a 10 je zobrazeny vyvoj S%(c?) i I(0?), respektive

I7(0?).

300
|

250
|

Obrazok 9: Porovnanie I~ 1(0?) a odhadov S?(0?) v zéavislosti od N
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Obrazok 10: Porovnanie I~!(0?) a odhadov S?(0?)) v zévislosti od o2

Na obrazkoch 9 a 10 si mozme v§imnut, Ze I(0?) predstavuje dolné ohranicenie,
na obrazku 9 mozno pozorovat, ze ohranicenie sa asymptoticky dosahuje. Tento fakt
vyplyva aj z asymptotickej efektivnosti odhadu MMV. Je zjavné, Ze regresna krivka
52 je vyssie nad aroviou I7'(02) ako krivka S2, ¢o znamena vyssiu odhadu. Treba
poznamenaf, Ze odhad 62 je mozné zostrojif z nizSieho mnozstva dat. Zatial ¢o &2
potreboje bodové ohodnotenie kazdého z N vystrelov, odhad 62 pouZiva celkové ziskané

body za N vystrelov. Konkrétne, odhad 62 vyuzil 12-krat menej dat. Kvalitu odhadov

budeme porovnavat na realnych datach v kapitole (4).
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4 Porovnanie modelov na sutaznych datach

4.1 DaAatové vstupy

V tejto kapitole budeme analyzovat data z lukostreleckych majstrovstiev a olympiad
(pozri priloha B). Sustredit sa budeme na skupinu strielajtcich v kategorii a discipline

definovanej v kapitole (1.1).

"'\ European Games 2015 V‘ \‘\ European Games 2015 "
( 3\ Baku (AZE), From 16-08-2015 10 22-06-2015 M ( 3 Baku (AZE), From 16-08-2015 to 22-06-2015 m
L L
Baku 2015 - Baku 2015 E
11 ~cre: Nesteng Baard 1A 11 wer. Nesteng Baard 1A
_I I Country:  NOR- Norway RM _I I Country: NOR- Norway RM
70m-1 1 2 3 Sum Tot. 104X | X 7om-2| 1 2 3 Sum Tot. 104X | X
X 10 9 29 | o |21 10 9 9 28 T |
9 9 9 27 | 56 ‘ 56 8 8 8 24 | 52 ‘ 52
X X 10 30 3|2 X 10 9 29 2 | 1
2 - = 2 :
9 9 9 27 | 57 ‘ 13 9 9 8 26 | 55 ‘ 107
X 9 9 28 1 X 10 10 30 > 3 |
3 — 3 ' —
9 9 8 26 | 54 ‘ 167 9 9 9 27 | 57 ‘ 164
X 10 9 29 | o |21 10 9 9 28 e |
‘ ] - a ) -
9 9 8 26 | 55 ‘ 222 9 8 8 25 | 53 ‘ 217
X 10 10 30 3 |1 X 10 9 29 2 |
5 5 i
9 9 9 27 | 57 ‘ 279 9 9 9 27 | 56 ‘ 273
10 9 9 28 = 1 X 9 9 28 e ERE
6 — i 6 - -
9 8 8 25 | 53 | 332 9 8 8 25 | 53 | 326
Total | 332 | 12 | & Total | 326 | 10
Signed Total | 326 | 10 | 3

Obrazok 11: Ukazka suboru dat

Na obrazku 11 je ukazka siboru dat, ktory sme pouzili na verifikdciu modelov. Ide o
vysledky jedného strelca pri strelbe sady 2 x 36 Sipov na vzdialenost 70 m. Z tabuliek
vysledkov pre kazdého strelca vyuzijeme stipce 1, 2 a 3, ktoré obsahuji nastrielané
bodové hodnoty. Analyzovat budeme celkovo 597 elitnych strelcov zo siedmych réznych
sutazi konajicich sa v roku 2015 (pozri priloha B). Budeme odhadovat ich presnosti
pomocou réznych modelov odvodenych v kapitole (2). Nasledne otestujeme, ako dobre

bola presnost u jednotlivych strelcov odhadnuta.
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4.2 Skutoc¢né hodnoty pre jednotlivé odhady

V nagej praci sme popisali celkovo tri odhady parametrov charakterizujicich strelca:

e odhad 62 metdédou maximalnej vierohodnosti charakterizovany vztahom:
oo
—7— = 0. 4.1
2"y (3) (1)
e odhad 6% podla |7] na zdklade oc¢akavaného bodového zisku Z:

Z =N> h(j)P;(5%). (4.2)

jes
e dvojica odhadov [\, 52| maximalizujiica funkciu vierohodnosti:
T =2 i r?
A, 7°] = argma:c(z njln (Fy (;—2> — F)\ (0—32>)), (4.3)
jes

2

kde v/A predstavuje vychylenie (v cm) od stredu terca a o? rovnomerny rozptyl

vystrelov od bodu vychylenia.
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Obrazok 12: Histogramy odhadnutych o? strelcov

Vsimnime si rozloZenie strelcov na obrazku 12. Strelci v histograme pre 62 vykazujt
pozitivnejsi sklon, ¢o naznacuje nizsie hodnoty o2 ako pri odhade 62. Dovodom je fakt,
ze odhad pomocou celkového nastrelu je robustnejsi ako odhad MMV, ktory vyuzival
bodové ohodnotenia kazdého vystrelu a je preto citlivy na velmi presné alebo nepresné
vystrely. Predstavme si strelca, ktory zasiahne vysoké aj nizke bodové zény. Iny str-
elec bude mat vyrovnané priemerné vystrely, pricom celkovo ziska rovnaky pocet bodov
ako prvy strelec. Odhad momentovou metdédou vyuziva iba stcet bodovych ohodnoteni

2 odhadne rovnako.

a preto medzi oboma strelcami nezachyti rozdiel a ich presnost o
Odhad MMV ale tento rozdiel zaznamena a strelcovi s nevyrovnanymi vystrelmi priradi

vy$giu mieru nepresnosti. Odhad 62 je preto robustnejsi a nie je ovplyvneny extrém-
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nymi hodnotami, ¢o by mohlo odévodnit nazdévané nizsie hodnoty 2. Skonstruujme

hypotézu:

HoO: 52 > 52 Hi: 5% < 42
Odhady momentovou metdédou Odhady ¢ st v priemere nizsie

st v priemere vyssie ako odhady MMV

Odhady ¢ a 6% st zavislé, pretoze pochadzaji z dat o tych istych strelcoch. Na
overenie hypotézy HO pouzijeme parovy t-test definovany spolu s podmienkami na
moznost jeho pouzitia v [12|. P-hodnota ( P-value) vypocitané v programe R nadobida
hodnotu p = 2,2.10716. Parovy t-test na hladine vyznamnosti 5% zamieta hypotézu
HO a potvrdzuje domnienku, %e odhad 62 nadobtida v priemere nizsie hodnoty ako 2.

V modeli bez predpokladu nevychylenosti sme ziskali dvojicu odhadov [\, 5%]. Odhad
6% je v skutocnosti iba specidlnym podpripadom tohto modelu a maximalizuje ti istt
funkciu vierohodnosti ako &2 pri predpoklade A = 0. Odhad &2 predstavuje odchylku
Sipov od stredu terca, zatial ¢o &2 hovori o rozptyle od bodu, okolo ktorého st cen-
trované. Preto pri strelcoch s nizkou mierou vychylenosti vysiel odhad 62 zhodny s 2.
Opacne, pre strelcov s vysokou mierou vychylenosti A by mal byt odhad 62 vyrazne

vy&si ako 62, ¢o potvrdujii aj nase merania.

4.3 Testy dobrej zhody

Na overenie, ¢i naSe modely dobre popisuji skuto¢né pravdepodobnostné rozdelenie
pouzijeme testy dobrej zhody. Testy funguji na principe, ze porovnaju teoretickd dis-
tribticiu zodpovedajicu predpokladom a empirickid distribiiciu pozorovani na datovom

subore.

4.3.1 Chi-kvadrat test

Chi-kvadrat test dobrej zhody porovnéva rozdelenie diskrétnych ndhodnych premen-
nych s kone¢nym poc¢tom tried k. Test analyzuje rozdiely medzi o¢akidvanymi a po-

zorovanymi hodnotami v kazdej z k tried a podla [11] plati nasledujica veta:

Veta 4.1. UvazZujme subor n nezdvislych ndhodniyjch premennijch x4, . .., z, predstavu-
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gucich ndahodny viber z mnozin Ay, ..., Ay s pravdepodostami
P(ZEiGAj):pj, jE{l,,kJ}

Premennd v; oznacuje namerany pocet udalosti x; € A; pre i € {1,...,n}. Potom

ndhodnd premennd

k
o —p) ”pf =, (4.4)

J=1
konverguje k chi-kvadrdt rozdeleniu s k—r stupriami volnosti, kde r je pocet odhadovanijch

parametrov v models.

Podla 6] je aproximécia chi-kvadrat rozdelenim adekvatna, iba ak st splnené nasle-

dovné podmienky:
e pocet nameranych udalosti v; > 10
e pocet tried k > 3
e ocakavané hodnoty np; > 0.25

V préaci pozorujeme profesionalnych strelcov, ktory zasahuju prevazne iba prvé Styri
medzikruzia. Aby bola splnena prva podmienka a pocet zasahov kazdého medzikruzia
bol aspont 10, zjednotime zény s nizkym poc¢tom zasiahnuti do vicsej zony. Upravené

mnoziny oznac¢ime ako

Aj; jE{X,lO,g}
U Al U AM; j =8
=1

Premenna v; bude v naom pripade znamenat namerany pocet zasiahnuti medzikruzia
Bj; j € {x,10,9,8}. Suc¢in np; bude o¢akavany pocet zasiahnuti pri pravdepodobnosti
P;(z € B;) a poCte vystrelov N = 72. Dostavame

4 2
(v; — NP;(c?))
Z : Np(j 2) = X3 (4.6)
=1 !
pre odhady &, 62 a
4 _
NP (A, %)
Z £ ) — 2 (4.7)
j=1

pre model bez predpokladu nevychylenosti, ktory odhadoval az dva parametre [\, o2].
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Test zamietne zhodu s modelom, ak je rozdiel medzi ocakdvanymi a nameranymi
pocetnostami prilis velky. V nasledujicej tabulke st percentuéalne podiely z 597 strel-

cov, ktorych odhady test na hladine vyznamnosti 5% nezamietol:

Odhady o o A, 62
Percento nezamietnutych || 0.9280 | 0.9665 | 0.9129

4.3.2 G-test

Podobne ako v (4.8) podla [8] plati

k
2 Zvj In (U—j) — Xb_,- (4.8)
=1 P

Statistika (4.8) sa ¢asto oznacuje G-Statistika, z ¢oho vznikol nazov G-test. Narozdiel
od chi-kvadrat testu, ktory porovnéava rozdiely medzi ocakdvanymi a nameranymi hod-
notami, G-test pozoruje logaritmus ich podielov, ktory by tiez mal byt blizky k nule,
ak model dobre popisuje skuto¢ni situaciu.

Po skon$truovani testu na hladine vyznamnosti 5% dostavame:

Odhady 52 o (A, 62
Percento nezamietnutych | 0.9414 | 0.9765 | 0.9196

4.4 Porovnanie odhadov

Zaujimaveé bolo, ze napriek tomu, Ze model uvazujici nevychylenost dat bol najvseobec-
nejsi, najlepsi fit dat bol dosiahnuty najjednooduchsim odhadom pomocou momentovej
vety. Pre skiimany pocet strelcov 597 by tento vysledok nemal byt dielom n&hody.

2 a konstrukcie testov dobrej

Moznym vysvetlenim je podobny postup odhadu &
zhody. Kym odhad 6% vyuzival zhodnost ofakavanych a nameranych celkovych nas-
trielanych hodnét, testy dobrej zhody pozorovali rozdiel medzi teoretickymi a nam-
eranymi hodnotami v Styroch medzikruziach terca. Odhad momentovou metodou je
tiez robustnejsi menej ovplyviiovany extrémnymi hodnotami. Nepriaznivé vysledky
odhadov [\, %] mézu byt sposobené zvysenej ochotou zamietania testov dobrej zhody

kvoli zvySenému poctu parametrov r alebo z dovodou numerickych nepresnosti pri

maximalizacii komplikovanej funkcie vierohodnosti (2.36). Inym zdrojom potencionéal-
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nej zmeny je pozorovanie miery zhody iba na Styroch medzikruziach Bj, zatial ¢o
odhady 62 a [\, 5?] brali do tivahy podetnosti vo vSetkych medzikruziach A;.

Inym zaujimavym pozorovanim je, ¢i si niektoré z modelov vhodnejSie pre presne-
jsich, respektive menej presnych strelcov. Zoradme si strelcov podla bodového zisku
Postupne vyberajme skupiny 100 strelcov z tohto poradia a pozorujme percentuilnu

pocetnost strelcov nezamietnutych testami dobrej zhody.

0.95
l

Jﬂ

percento nezamietnutych
090
|
[

0 100 200 300 400 500

strelci

Obrazok 13: Percentd nezamientnutych strelcov v skupinach zoradenych podla vysky

bodového zisku

Na obrazku 13 st zaznamenané vysledky chi-kvadrat testu pre skupiny 100 strel-
cov s postupne znizujtcim sa bodovym ziskom. V&imnime si, Ze odhad 6% dominuje
hlavne u strelcov s nizSou vykonnostou. Taktiez sa ukazuje ista korelacia v zamietani
medzi jednotlivymi modelmi. V praxi to znamena, ze modely zle popisuji, respektive
zlyhavaju na tych istych strelcoch.

Pozrime sa, ako dobre modely popisuju strelcov, u ktorych sa prejavila vychylenost
od stredu ter¢a. Strelcov, pre ktorych plati A > 0.05 je dokopy 156. Percentuélne

pocty nezamietnuti si:
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OBSAH

Odhady &2 52 | [\
Chi-kvadrat test || 0.9679 | 0.9872 | 0.9679
G-test 0.9744 | 0.9808 | 0.9744

Pri popisovani vychylenych strelcov si model bez predpokladu nevychylenosti poc¢ina
lepsie, avsak stale zaostava za odhadom pomocou momentovej metody. Vsetky pris-
tupy vSak velmi dobre popisuja realitu. Pozrime sa na odhady z pohladu vypoctovej
narocnosti. V nasledujicej tabulke stt uvedené ¢asové intervaly, za ktoré si vypocitané

odhady pre nasu vzorku 597 strelcov:

Odhady &2 &2 [5\, 52]
Vypoctové casy 1.40 s 0.50 s 47.38 s
Cas odhadu 1. strelca || 0.0023506 s | 0.0008375 s | 0.0793635 s

Vgimnime si takmer trojnasobne kratsiu dlzku trvania vypoctu odhadov 62 oproti
6%, Znamena to, 7e odhad 62 nevynika len mierou zhody, ale aj vypo¢tovou nenaro¢nostou.

Vsetky vypocty a odhady boli vykonané na pocitaci s nasledovnymi parametrami:

program R (v. 3.2.2)
O Windows 7
CPU Intel Core 2 Quad Q6600, 2.4 GHz
RAM 4 GB DDR2, 800 MHz
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Zaver

V préci sme popisali niekol'ko sposobov odhadu presnosti lukostrelcov za roznych pred-
pokladov, menovite: odhad momentovou metdédou a metédou maximalnej vierohod-
nosti. Skumali sme model s predpokladom, Ze strelec mieri na stred ter¢a. Neskor
sme zostrojili vSseobecnejsi model, ktory predpoklad nevychylenosti vypustil. Pre oba
modely sme boli schopni vypocitat pravdepodobnosti zasahov medzikruzi.

V kapitole (2) sme odvodili postup dvoch odhadov parametra presnosti pre model

2

s predpokladom nevychylenosti: odhad momentovou metoédou 6 a odhad metdédou

maximalnej vierohodnosti 62. Pre model bez prepokladu nevychylenosti presnost
charakterizovala dvojica odhadov [\, 5%. V kapitole (3) sme pomocou Monte Carlo
simulacii ohranicili teoretické kvality modelov Fischerovou informéciou. Teoreticky
najkvalitnejsi sa ukazal byt odhad 62.

V kapitole (4) sme odhady porovnavali na datach pochadzajucich z réznych luko-
streleckych podujati. Na overenie kvality modelov sme pouzili testy dobrej zhody, ktoré
porovnavaju teoretické a empirické pocetnosti zasahov jednotlivych medzikruzi terca.
Pozorovali sme aj ¢asy, za ktoré boli odhady vypoéitané. Najvieobecnejsi odhad [), 5]
bol podla ocakavani vypoc¢tovo najnaroc¢nesi. Testy dobrej zhody nezamietli primera-
nost odhadu vo vyse 91% zo vzorky takmer 600 strelcov. Odhad 62 testy nezamietli v
cca 93%-tach pripadov a jeho vypoctovy ¢as bol 1.4 s. Odhad momentovou metodou
bol z teoretického hladiska najjednoduchsi, ¢o sa prejavilo aj na dlzke vypoétu, 0.5 s.
Napriek tomu sa ukéazal byt najlepsi z hladiska miery zhody teoretickych a skuto¢nych
pocetnosti a dosiahol primerant mieru zhody az v cca 97% pripadoch.

V budtcnosti by mohlo byt zaujimavé skiimanie spolo¢nych vlastnosti strelcov, pri
ktorych odhady zlyhali. Takymto postupom by sa mohol podarit najst zdroj chy-
bovosti pre kazdy druh odhadu. Zaujimavé by bolo zozbierat data od menej skiisenych
strelcov a porovnat kvalitu uvadzanych modelov na danej skupine. Dal$im moznym
vylepSenim je zjednoduSenie funkcie vierohodnosti pri modeli bez predpokladu nevy-
chylenosti. Vhodné by boli tipravy, ktoré by zvysili rychlost jej konvergencie, pripadne
patri¢ne zvolené pociatocné body nelinearnej optimalizacie.

Prinos prace vidime hlavne v moZnej implementéacii v sitaznej lukostrelbe. Uvadzané

metody odhadu parametra presnosti mozu byt pouzité pri prepocte lukostreleckych
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vykonov pri zmene vzdialenosti. S vyuZzitim popisanych modelov mozno analyzo-
vat rozhodovacie vlastnosti hernych systémov. Spravodlivost pravidiel by spocivala
v umozneni vyhry toho najlepsieho strelca a obmedzeniu prvku nahody. Charakteri-

zovala by ju pravdepodobnost vitazstva najpresnejsieho strelca.
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Priloha A

Koeficienty regresnych kriviek

V kapitole (3) sme pre vztahy medzi disperziami, diskretizovanou presnostou o2 a
poc¢tom vystrelov N skonstruovali polynomialne regresie a nasledne regresni krivky. V
nasledujucich tabulkich uvedieme koeficienty, ktoré sme pri MCS vypocitali. Regresné

modely odhadovali parametre vo vztahoch tvaru:

b a c R? R2

(62) | 0.0186 | 1.959924 | -12.9009 | 0.968 | 0.9678
D(5?) | 0.02729 | 1.91561 | -23.6973 | 0.9663 | 0.9661
I7Y(0%) | 0.01955 | 1.946249 | -6.95374
I(0%) | 50.5 |-1.946249 | 0.000212

0.9988 | 0.9988

Za tucelom porovnania je uvedeny aj riadok pre I='(¢?). V stlpci R? sa nachadza
koeficient determinécie, ktory hovori o kvalite modelu. Cim je blizsi k ¢islu 1, tym lepsie
popisuje a odhaduje redlne vztahy medzi veli¢inami. Upraveny (adjusted) koeficient
determinacie v sebe zahfha aj pocet parametrov, ktoré sme v modeli pouzili.

Podobne ako pre o2 sformulujeme zavislost od N:

D(c*) = bN® +c.
Tabulka pre zavislost od N:

b a c R? R?
3542.8624 | -1 -0.5927 0.9459 | 0.9456
4271.1667 | -1 -0.6794 0.9603 | 0.9601
I71(0?) | 2486.1505 | -1 0.2982 0.9959 | 0.9959

I(o?) | 0.0004005 | 1 | -0.0001168 | 0.9901 | 0.99

V8imnime si zaujimavi hodnotu parametra a. Regresny model ndm tvrdi, Ze medzi
Fisherovou informéciou I(0?) a poc¢tom dat N existuje priama timernost, respektive

nepriama tmernost medzi N a D(0?). Pomocny regresny model ndm v skuto¢nosti
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odhadol koeficient a = —1.007 pri oboch odhadoch, ale test o kontraste sformulovany
v [12] nezamietol hypotézu, Ze a = —1. Iny test o kontraste nezamietol hypotézu, ze
parameter ¢ (intercept) je zanedbatelny. Regresné modely sa teda lisia iba v jedinom
parametri b, ktory predstavuje ,vys$ku hladiny” regresnej krivky N—1. Koeficient b je

2 ¢o naznacuje niz$iu kvalitu odhadu, avsak asymp-

najvyssi pre disperziu odhadu o
toticky

lim D(6%) = lim D(6%) ~ 0,

N—oo N—oo
kedZe parameter ¢ je zanedbatelny. Dochadzame k zéveru, Ze pre dostatoény pocet

vystrelov NV st oba odhady ekvivalentné.
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Priloha B

Zoznam lukostreleckych stutazi
V kapitole (4) sme pouzivali vysledky strelcov z nasledujtcich lukostreleckych po-

dujati:
1. European Games 2015, Baku, Azerbajdzan, 16.06-22.06.2015
2. Toronto 2015 Parapan Am Games, Toronto, Kanada, 08.08-10.08.2015
3. Archery World Cup 2015 - Stage 3, Wroclaw, Polsko, 11.08-16.08.2015
4. World Archery Para Championships, Donaueschingen, Nemecko, 22.08-30.08.2015
5. Archery World Cup 2015 - Stage 4, Medellin, Kolumbia, 08.09-13.09.2015
6. Campionati [taliani Targa 2015, Torino, Taliansko, 25.09-27.09.2015

7. 8th European Club Team Cup, Riom, Franctzsko, 02.10-04.10.2015
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