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Abstrakt

KOVÁ�, Luká²: Pravdepodobnostné modely v lukostre©be [Bakalárska práca], Uni-

verzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra

aplikovanej matematiky a ²tatistiky; ²kolite©: Mgr. Martin Hurban, Bratislava, 2016,

45 s.

V práci analyzujeme rozloºenie ²ípov na ter£i vystrelených profesionálnymi lukostrel-

cami. Formulujeme spôsoby odhadov presnosti strelca pri predpoklade, ºe rozloºenie

výstrelov sa riadi dvojrozmerným normálnym rozdelením. Pozorovali sme, ako sa zme-

nil model po uvo©není predpokladu, ºe výstrely strelca sú sústredené okolo stredu ter£a.

Odhadovali sme parameter, ktorý by charakterizoval strelcovu presnos´ a vychýlenos´

od stredu ter£a. Odhady boli kon²truované pomocou momentovej metódy a metódy

maximálnej vierohodnosti. Poºitím Monte Carlo simulácií sme porovnali ich teoret-

ické kvality. Testami dobrej zhody sme overili mieru zhody teoretických a empirických

po£etností zasiahnutia zón ter£a. Ukázalo sa, ºe testy na skúmanej vzorke strelcov pri

v²etkých troch rôznych odhadoch zaznamenali vysokú mieru zhody. Najlep²ie umiest-

nený odhad momentovou metódou vynikal aj svojou výpo£tovou nenáro£nos´ou.

K©ú£ové slová: Odhad presnosti strelca, Metóda maximálnej vierohodnosti,

Momentová metóda, Fischerova informácia, Monte Carlo simulácie, Test dobrej zhody



Abstract

KOVÁ�, Luká²: Probability models in archery [Bachelor Thesis], Comenius University

in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied

Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr. Martin Hurban, Bratislava, 2016, 45 p.

In this study we analyze allocation of arrows on target shot by professional archers.

We formalize methods to estimate archers accuracy under condition of normally dis-

tributed shots. The study observes how the models change after releasing the condition

of arrows concentrating around the center of the target. The parameters we try to esti-

mate should describe archers accuracy and deviation from the center. The estimations

were based on maximum likelihood and moments methods. By using Monte Carlo

simulations we compared theoretical qualities of di�erent estimations. The theoretical

and empirical accordance of frequencies, in which the individual target zones were hit,

were tested by goodness of �t tests. The tests on sample of archers showed high rate of

�t in three di�erent estimations. The highest rated estimation by method of moments

also scored best results in operation requirements comparison.

Keywords: Estimation of archer's accuracy, Maximum likelihood method, Method

of moments, Fischer information, Monte Carlo simulation, Goodness of �t test
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ÚVOD OBSAH

Úvod

Sú´aºivos´ bola vºdy hlboko zakorenená v povahe ©udí. Svoje zru£nosti si medzi se-

bou porovnávali a predvádzali uº od staroveku. Postupom £asu vznikali stále nov²ie

a rozmanitej²ie ²porty a aj po£et ú£astníkov sa stále zvy²oval.V sú£asnosti je ²port

nesmierne populárny a rozvinutý, po£et rôznych sú´aºných disciplín pravdepodobne

nikto nepozná. Do sú´aºí sa zapájajú ©udia z celého sveta.

A tak sa dostávame k ná²mu problému. Tým, ºe je ²portovcov ve©a, a ºe sú na

vysokej úrovni sa s´aºilo rozhodovanie, kto z nich je lep²í. V pretekoch vyhraných o

pár stotín sekúnd sa ví´azstvo môºe zda´ náhodné. Znamená takáto výhra, ºe daný

beºec dobehne prvý aj nabudúce? Práve z tohto dôvodu sa za£ali v ²portovom svete

pouºíva´ celkové hodnotenia ²portovcov za ich kariéru, nielen za jednu sú´aº.

V na²ej práci sa budeme venova´ lukostre©be a pokúsime sa vytvori´ hodnotenie

presnosti lukostrelca na základe jeho výsledkov zo sú´aºnej kvali�kácie [4]. Sprá-

vanie výstrelov budeme popisova´ rôznymi pravdepodobnostnými rozdeleniami, ako

napríklad dvojrozmerným normálnym rozdelením. Na²ím cie©om bude odhadnú´ pa-

rameter, ktorý by charakterizoval strelcovu presnos´ a vychýlenos´ jeho stre©by od

stredu ter£a. Analyzova´ budeme postupy navrhnuté v prácach [3] a [7]. Následne

budeme porovnáva´ teoretické kvality odhadov skon²truovaných na základe rôznych

odhadovacích metód [13]. Na pozorovanie správania sa odhadov nám poslúºia Monte

Carlo simulácie popísané v [2]. Tie nám poskytnú moºnos´ sledova´, akú výpovednú

hodnotu o odhadoch v sebe dáta ukrývajú. Mieru výpovednej hodnoty bude popisova´

Fischerova informácia, ktorá slúºi aj na odhadnutie dolných hraníc disperzie odhadov

[10].

Závislosti medzi veli£inami z Monte Carlo simulácií budeme popisova´ rôznymi re-

gresnými modelmi uvedenými v [12]. Zaobera´ sa budeme aj výsledkami reálnych

lukostreleckých majstrovstiev a sú´aºí. Porovnáme strelcov v kvali�ka£nej £asti sú´aºí

a odhadneme parametre charakterizujúce ich presnos´. Relevantnos´ odhadov a ich

schopnos´ popísa´ strelcov výkon overíme testami dobrej zhody predstavenými v [6],

[8] a [11]. Na záver zhrnieme a ohodnotíme rôzne druhy odhadov. Pozrieme sa, ako si

po£ínali pri testoch dobrej zhody a porovnáme ich výpo£tové nároky.

8



1. Pravidlá ²portovej lukostre©by OBSAH

1 Pravidlá ²portovej lukostre©by

1.1 Rozdelenie lukostreleckých disciplín

V ²portovej lukostre©be existuje mnoho rôznych disciplín ako: halová, ter£ová, terénna,

3D,. . . . Záleºi od pohlavia, typu luku, ter£a, hrúbky ²ípov a prostredia. �alej moºno

strelcov deli´ pod©a typu lukov (obr. 1): olympijský luk (recurve bow), kladkový luk

(compound bow) a holý luk (barebow). Môºe sa strie©a´ vnútri v hale na 18 alebo 25

metrov alebo vonku s nastaveniami uvedenými v nasledujúcej tabu©ke:

vzdialenos´
muºi 90 m 70 m 50 m 30 m

ºeny 70 m 60 m 50 m 30 m

²írka ter£a 122 cm 80 cm

Lukostrelci sú ¤alej delení do kategórií pod©a veku a pohlavia. Naj£astej²ie zostavy

sú:

• tzv. malá �ta: stre©ba sady 2×36 ²ípov na vzdialenos´ 70 m pre muºov a 60 m

pre ºeny.

• tzv. ve©ká �ta: stre©ba sady 36 ²ípov na kaºdú zo vzdialeností 30, 50, 70 a 90 m.

Strie©a sa 3 alebo 6 ²ípov za jedno kolo, po ktorom sa ²ípy pozbierajú a ohodnotia

výsledky. Na kaºdé z kôl má strelec obmedzený £asový limit. Ter£e sú zloºené z

desiatich rovnako vzdialených sústredných kruºníc s bodovaným ohodnotením od 1 do

10 (obr. 2). Vnútri najmen²ieho kruhu sa nachádza kruh s polovi£ným polomerom s

bodovým ozna£ením ×, ktorý slúºi na ur£enie vý´aza v prípade rovnakého bodového

zisku. Postup pri ur£ení vý´aza je uvedený v práci [4]. Minutie ter£a sa ozna£uje

písmenom M a predstavuje zisk 0 bodov. Polomery ter£ov sa lí²ia v závislosti od

vzdialenosti strelca od ter£a a prostredia (indoor, outdoor) a pohybujú sa na úrovni

40 cm aº 122 cm. Podrobné delenia do vekových kategórií a dodata£né pravidlá sú

uvedené v [4].

V na²ej práci budeme analyzova´ dáta zodpovedajúce prípadu naj£astej²ie pouºí-

vanému na majstrovstvách a olympiádach:

• typ luku: olympijský luk

9



1.1 Rozdelenie lukostreleckých disciplín OBSAH

• kategória: muºi

• prostredie: vonku (outdoor)

• disciplína: ter£ová lukostre©ba

• vzdialenos´ od ter£a: 70 m

• ve©kos´ ter£a: 122 cm

• predpokladaná hrúbka ²ípu: 5,5 mm

• po£et výstrelov: 72

Na nasledujúcich obrázkoch sú zobrazené rôzne typy lukov, ktoré sa pouºívajú v

sú´aºnej lukostre©be a zobrazenie zón ter£a s príslu²nými bodovými ohodnoteniami:

Obrázok 1: olympijský luk, kladkový luk a holý luk

10



1.2 Sú´aºný systém v lukostre©be OBSAH

Obrázok 2: Bodové ohodnotenia na 122 cm a 80 cm ter£och

1.2 Sú´aºný systém v lukostre©be

V sú´aºnej lukostre©be existujú rôzne pravidlá pre postup z kvali�kácie, cez vyra¤ovacie

súboje aº na stupe¬ ví´azov. V sú£asnosti sa naj£astej²ie pouºíva systém kvali�kácie

a vyra¤ovacích súbojov. Po£as kvali�kácie sa pri disciplíne popísanej v £asti (1.1)

strie©ajú 2 sady po 36-tich ²ípoch. Na základe výsledkov kvali�kácie sa ur£í poradie,

pri£om prví ôsmi majú zaru£ený priamy postup do neskor²ej fázy vyra¤ovacích súbojov.

Zvy²ní strelci, ktorí sa umiestnili niº²ie ako na ôsmom mieste pokra£ujú do fázy

vyra¤ovacích súbojoch, kde prebiehajú sú£asné rozstrely oboch strelcov, v sadách po

troch ²ípoch. Po vystrelení troch výstrelov sa ²ípy pozbierajú a nastrie©ané hodnoty

sa s£ítajú a porovnajú. Vyhrávajúci hrá£ získava 2 body, v prípade remízy získa kaºdý

strelec po jednom bode. Súboj pokra£uje, aº kým niektorý zo strelcov nezíska 6 bodov.

Ak v²ak nastane situácia, ºe obaja hrá£i nadobudli 5 bodov, nepokra£uje sa v strie©aní

3 ²ípov. Dochádza k rozstrelu, kde obaja strelci vystrelia iba jeden ²íp, na základe

ktorého sa ur£í ví´az.

Vyra¤ovacie súboje pokra£ujú aº do momentu, v ktorom zostane uº iba osem strel-

cov, ku ktorým sa pripoja prví ôsmi z kvali�ka£nej £asti. Vyra¤ovacie súboje pokra£ujú

rovnakým spôsob aº do kone£ného ur£enia vý´aza.
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2. Miera výkonnosti lukostrelcov OBSAH

2 Miera výkonnosti lukostrelcov

2.1 Formulácia problému

Predpokladáme, ºe jednotlivé výstrely a teda aj celkové nastrielané bodové hodnoty

strelcov sú navzájom nezávislé, rovnako rozdelené, z dvojrozmerného normálneho rozde-

lenia. Majme ter£ zobrazený na obrázku 2. Ozna£me si S ako mnoºinu v²etkých

moºných realizácií výstrelov:

S = {1, 2, 3, . . . , 10,×,M}.

Pre výpo£tové ú£ely si ozna£me bodovú hodnotu M (missed) predstavujúcu minutie

ter£a ako £íslo 0. Znak × získaný po strelení najvnútornej²ieho kruhu ter£a bude

zastupova´ £íslo 10. Na transformáciu si zade�nujme funkciu h(x) : S → N:

h(x) =


0; x = M

x; x ∈ N

10; x = ×

Mnoºinu bodov z rovnakým bodovým ohodnotením ozna£íme ako:

Aj = {(x1, x2); r2
j ≤ x2

1 + x2
2 ≤ r2

j+1}; j ∈ S (2.1)

Mnoºina Aj predstavuje medzikruºie ohrani£ené danými polomermi. Do polomerov

medzikruºí je zahrnutá aj polovica hrúbky ²ípu. Polomery bodových zón v ter£i sú

zobrazené v nasledovnej tabu©ke:

Medzikruºie Bodový zisk hj Polomery zón

A× 10 0
3.325

A10 10
6.375

A9 9
12.475

A8 8
18.575

A7 7
24.675

A6 6
30.775

A5 5
36.875

A4 4
42.975

A3 3
49.075

A2 2
55.175

A1 1
61.275

AM 0 99999.275

12



2.2 Odvodenie pravdepodobnosti zásahu medzikruºia pri predpoklade
nevychýlenosti OBSAH

Potom

P (zasiahnutia j-teho medzikruºia) =

∫∫
Aj

f(x1, x2)dx1dx2. (2.2)

2.2 Odvodenie pravdepodobnosti zásahu medzikruºia pri pred-

poklade nevychýlenosti

Predpokladajme, ºe výstrely sú sústredené okolo stredu ter£a. Za hustotu rozdele-

nia f(x1, x2) v na²om prípade dosadíme hustotu dvojrozmerného normálneho rozdele-

nia. Táto pravdepodobnos´ bude závisie´ od smerodajnej odchýlky σ a od polomerov

medzikruºí rj a rj+1, ke¤ºe integrujeme cez oblasti sústredných kruhov ter£a:

P (x ∈ Aj) = P (r2
j ≤ x2

1 + x2
2 ≤ r2

j+1) =

∫∫
Aj

1

2π|Σ|− 1
2

e−
1
2

(X−µ)TΣ−1(X−µ)dX. (2.3)

Po zahrnutí predpokladov µ =

0

0

 a Σ =

σ2 0

0 σ2

, £o predstavuje situáciu, ºe

strelci mieria do stredu ter£a a rozptyl výstrelov je rovnaký v ©ubovo©nom smere od

stredu (homoskedasticita), dosadením do (2.3) dostávame∫∫
Aj

1

2πσ2
e−

1
2

XT X
σ2 dX =

1

2πσ2

∫∫
Aj

e−
1
2

x21+x
2
2

σ2 dX. (2.4)

Vyuºitím polárnej substitúcie x1 = rcosϕ, x2 = rsinϕ, kde ϕ ∈ (0, 2π), r ∈ (rj, rj+1),

|J | = r získame

1

2πσ2

2π∫
0

dϕ

rj+1∫
rj

re−
r2

2σ2 dr =
1

σ2

rj+1∫
rj

re−
r2

2σ2 dr. (2.5)

Nakoniec pouºijeme substitúciu t = − r2

2σ2 , dt = − r
σ2dr z £oho dostaneme explicitnú

formulu pre pravdepodobnos´ zásahu medzikruºia:

P (x ∈ Aj) =

−
r2j+1

2σ2∫
−

r2
j

2σ2

etdt = e−
r2j

2σ2 − e−
r2j+1

2σ2 . (2.6)

2.2.1 Odhad σ2 pomocou MMV

Na odhad parametra σ2 pouºijeme metódu maximálnej vierohodnosti, ktorej odhad

budeme ozna£ova´ σ̂2.

13



2.2 Odvodenie pravdepodobnosti zásahu medzikruºia pri predpoklade
nevychýlenosti OBSAH

Vlastnosti odhadov MMV

• asymptotická nevychýlenos´:

E(σ̂2) −→ σ2 pre n −→∞ (2.7)

• asymptotická efektívnos´:

σ̂2 −→ N(σ2,Σ) pre n −→∞, (2.8)

kde Σ je kladne de�nitná matica zhodná s obrátenou hodnotou Fischerovej in-

formácie I−1(σ2), ako ukáºeme v kapitole (2.4).

• konzistentnos´:

∀ε ≥ 0 : lim
n→∞

(|σ̂2 − σ2| ≥ ε) = 0 (2.9)

Odhad parametra získaného MMV je de�novaný ako argument maxima funkcie viero-

hodnosti, ktorá je de�novaná ako sú£in pravdepodobností nastatia nami nameraných

udalostí:

L(x1, . . . , xn, σ
2) =

n∏
i

P (Xi = xi). (2.10)

Náhodná premenná Xi v na²om prípade predstavuje medzikruºie zasiahnuté i-tym

²ípom. P (Xi = xi) je pravdepodobnos´ realízácie xi. Ozna£me si funkciu Pj(σ
2)

ako pravdebodobnos´ zasiahnutia j-teho medzikruºia de�novanú v kapitole (2.2), kde

j ∈ S. Ke¤ºe to isté bodové hodnotenie môºeme dosta´ pri viacerých výstreloch, tieto

pravdepodobnosti môºme zdruºi´:

L(x1, . . . , xn, σ
2) =

∏
j∈S

(Pj(σ
2))nj , (2.11)

kde nj je po£et zasiahnutí j-teho medzikruºia. Pre zjednodu²anie môºeme odteraz

pouºíva´ zlogaritmovanú L(x, σ2) (loglikelihood function), pretoºe rastúca transformá-

cia zachováva argument maxima:

l(x, σ2) = ln (
∏
j∈S

(Pj(σ
2))nj) =

∑
j∈S

nj ln (Pj(σ
2)). (2.12)

Z podmienky prvého rádu pre bod extrému platí:

∂l(x, σ̂2)

∂σ2
=
∑
j∈S

nj

∂Pj(σ̂
2)

∂σ2

Pj(σ̂2)
= 0. (2.13)

14



2.2 Odvodenie pravdepodobnosti zásahu medzikruºia pri predpoklade
nevychýlenosti OBSAH

Z predchádzajúceho odvodenia máme

Pj(σ̂
2) = e−

r2j

2σ̂2 − e−
r2j+1

2σ̂2 . (2.14)

Potom
∂Pj(σ̂

2)

∂σ2
=

r2
j

2σ̂4
e−

r2j

2σ̂2 −
r2
j+1

2σ̂4
e−

r2j+1

2σ̂2 (2.15)

a od (2.13) dostaneme vz´ah,

∑
j∈S

nj

r2j
2σ4
ML
e
−

r2j

2σ2
ML − r2j+1

2σ4
ML
e
−

r2j+1

2σ2
ML

e
−

r2
j

2σ2
ML − e

−
r2
j+1

2σ2
ML

= 0, (2.16)

z ktorého vieme numericky dopo£íta´ odhad variancie strelca metódou maximálnej

vierohodnosti.

2.2.2 Odhad σ2 pomocou momentovej metódy

Odhad parametra σ2 moºno skon²truova´ aj postupom uvedeným v [7]. Idea momen-

tovej metódy sformulovanej v [13] spo£íva v porovnaní o£akávaných (teoretických) a

nameraných momentov Mk(X):

Mk(X) = E(Xk), (2.17)

kde E(Xk) je k-ty o£akávaný moment. Pouºitím výberového priemeru, ktorý je pod©a

[12] najlep²ím lineárnym nevychýleným odhadom, ako odhadu prvého momentu získavame

rovnos´:

M1(X) = X̄ =
Z

N
= E(X), (2.18)

kde Z nameraný sú£et bodov, ktoré strelec dosiahol za v²etkých N = 72 výstrelov.

Pravdepodobnos´ nadobudnutia bodového ohodnotenia h(j), £o je ekvivalentné s pravde-

podobnos´ou zasiahnutia medzikruºia Aj odvodenou v (2.6) je:

P (x ∈ Aj) = Pj(σ
2) = e−

r2j

2σ2 − e−
r2j+1

2σ2 , (2.19)

kde mnoºinu zásahov sme zade�novali v kapitole (2.1) ako

S = {1, 2, 3, . . . , 10,×,M}.
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2.3 Odvodenie pravdepodobnosti zásahu medzikruºia bez predpokladu
nevychýlenosti OBSAH

Zónu j zasiahneme s pravdepodobnos´ou Pj(σ2) a za kaºdý výstrel získame h(j) bodov,

potom z de�nície strednej hodnoty:

E(X) =
∑
j∈S

h(j)Pj(σ
2). (2.20)

Po vyuºití (2.18) a dosadení za Pj(σ2) z (2.19) vzniká

Z = N
∑
j∈S

h(j)

(
e−

r2j

2σ̃2 − e−
r2j+1

2σ̃2

)
, (2.21)

£ím získavame implicitný vz´ah pre odhad σ̃2 parametra σ2 pomocou momentovej

metódy.

2.3 Odvodenie pravdepodobnosti zásahu medzikruºia bez pred-

pokladu nevychýlenosti

V kapitole (2.2) sme predpokladali, ºe strelci sa v priemere triafajú presne do stredu

ter£a. V tejto kapitole budeme analyzova´ situáciu, ktorá nastane po uvo©není tohto

predpokladu. Predpokladajme, ºe výstrely strelca sú mierne vychýlené, £i uº vplyvom

vonkaj²ích podmienok, alebo £isto vlastnos´ami strelca. Pokúsime sa skon²truova´

model, ktorý by vychýlenos´ od stredu dokázal popísa´ a zahrnú´ do výpo£tov. Pred-

pokladajme, ºe výstrely sú opä´ z normálneho rozdelenia, situované rovnomerne okolo

bodu µ =

µ1

µ2

, kde µ1 a µ2 predstavujú výchylky od osí x1 a x2. Pre súradnice

zasiahnutého bodu platí

X ∼ N

µ1

µ2

 ,

σ2 0

0 σ2

 . (2.22)

Pre zloºky vektora X platí

xi ∼ N(µi, σ
2); i ∈ {1, 2}, (2.23)

£o môºeme upravi´ na
xi
σ
∼ N(µi, 1); i ∈ {1, 2}. (2.24)

Náhodné premenné xi a následne aj xi
σ
sú nezávislé z normálneho rozdelenia. Potom

pre sú£et ich kvadrátov platí
x2

1

σ2
+
x2

2

σ2
∼ χ2

2,λ, (2.25)
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2.3 Odvodenie pravdepodobnosti zásahu medzikruºia bez predpokladu
nevychýlenosti OBSAH

kde χ2
2,λ je necentrálne chí-kvadrát rozdelenie s dvomi stup¬ami vo©nosti a parametrom

necentrálnosti λ = µ2
1 + µ2

2 de�nované v [9]. V²imnime si, ºe premenná x2
1 + x2

2 v sku-

to£nosti predstavuje polomer r2. Parameter
√
λ =

√
µ2

1 + µ2
2 sa tieº dá interpretova´

ako odchýlka od stredu súradnicovej sústavy. Funkciou Fλ(x) ozna£íme distribu£nú

funkciu necentrálneho chí-kvadrát rozdelenia s dvomi stup¬ami vo©nosti a parametrom

necentrálnosti λ:

Fλ(x) = e−
λ
2

∞∑
i=0

(λ
2
)i

i!
G2+2i(x), (2.26)

kde Gk(x) je distribu£ná funkcia centrálneho chí-kvadrát rozdelenia s k stup¬ami

vo©nosti:

Gk(x) =
γ(k

2
, x

2
)

Γ(k
2
)
. (2.27)

Funkcia Γ(t) je Gamma funkcia de�novaná v [1] ako:

Γ(t) =

∞∫
0

xt−1e−xdx, (2.28)

funkcia γ(a, t) predstavuje dolnú nekompletnú (lower incomplete) Gamma funkciu:

γ(t, a) =

a∫
0

xt−1e−xdx, (2.29)

Podobne pre hustotu necentrálneho chí-kvadrátu platí

fλ(x) = e−
λ
2

∞∑
i=0

(λ
2
)i

i!
g2+2i(x) = e−

λ
2

∞∑
i=0

(λ
2
)i

i!

xie−
x
2

2i+1Γ(i+ 1)
, (2.30)

kde gk(x) je hustota centrálneho chí-kvadrát rozdelenia s k stup¬ami vo©nosti:

gk(x) =
1

2
k
2 Γ(k

2
)
x
k
2
−1e−

x
2 . (2.31)

Pre pravdepodobnos´ zasiahnutia j-teho medzikruºia Aj platí

P (x ∈ Aj) = P (r2
j ≤ x2

1 + x2
2 ≤ r2

j+1) = P

(
r2
j

σ2
≤ x2

1 + x2
2

σ2
≤
r2
j+1

σ2

)
. (2.32)

Pravdepodobnos´ z (2.32) môºme upravi´ na

P

(
x2

1 + x2
2

σ2
≤
r2
j+1

σ2

)
− P

(
x2

1 + x2
2

σ2
<
r2
j

σ2

)
(2.33)

Vyuºitím (2.25) dostávame

P (x ∈ Aj) = Fλ

(
r2
j+1

σ2

)
− Fλ

(
r2
j

σ2

)
. (2.34)
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2.4 Výpo£et Fisherovej informácie OBSAH

Podobne ako v kapitole (2.2.1) budeme za ú£elom odhadu parametrov σ2 a λ maxi-

malizova´ zlogaritmovanú funkciu vierohodnosti

l(x, σ2) =
∑
j∈S

nj ln (Pj(σ
2, λ)), (2.35)

kde Pj(σ2, λ) bude pravdepodobnos´ zasiahnutia Aj z (2.34). Dosadením dostávame

funkciu

l(x, σ2) =
∑
j∈S

nj ln (Fλ

(
r2
j+1

σ2

)
− Fλ

(
r2
j

σ2

)
). (2.36)

Maximalizáciou získame odhady pre σ2 a λ, ktoré si ozna£íme ako σ̄2 a λ̄. Pres-

nos´ strelca bude teda charakterizova´ dvojica parametrov [λ, σ2]. Analyzovaný model

kore²ponduje s ozna£eniami v [3], pri£om parameter λ moºno stotoºni´ s výrazom

accuracy popisujúcim vzdialenos´ stredu ter£a od bodu, okolo ktorého sú výstrely

sústredené. Výraz precision hovorí o miere rozptýlenia zásahov σ2 okolo tohoto bodu.

Odhady [λ̄, σ̄2] sa uº nebudú da´ vyjadri´ implicitne, ako pri odhade MMV a momen-

tovou metódou pri predpoklade nevychýlenosti v kapitole (2.2). Pre numerické rie²e-

nie vyuºijeme metódy nelineárnej optimalizácie zabudované v programe R, konkrétne

funkciu nlm(f(x), x0), ktorá h©adá minimá funkcie f(x) s po£iato£ným bodom opti-

malizácie x0.

2.4 Výpo£et Fisherovej informácie

Veta 2.1 (Cramér�Raova nerovnos´[10]). Nech fθ(x) je hustota pravdepodobnosti spo-

jitá v θ, X = (x1, x2, . . . , xn) je náhodný vektor so zdruºenou hustotou gθ(X) =
∏n

i=1 fθ(x)

a θ̂(X) = θ̂ je nevychýlený odhad parametra θ. Ak gθ(X) sp¨¬a nasledovné predpoklady:

∂

∂θ

∫
θ̂gθ(X)dX =

∫
θ̂
∂gθ(X)

∂θ
dX,

pri£om sú splnené podmienky na deriváciu parametrického integrálu de�nované v [10]

a pre kaºdé θ je disperzia D(θ̂) kone£ná. Potom

D(θ̂) ≥ 1

nE

((
∂ log fθ(x)

∂θ

)2
) , (2.37)

kde výraz nE

((
∂ log fθ(x)

∂θ

)2
)

sa £asto ozna£uje ako Fischerova informácia I(θ):

D(θ̂) ≥ 1

I(θ)
. (2.38)
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2.4 Výpo£et Fisherovej informácie OBSAH

V na²om prípade budeme skúma´ informáciu o presnosti strelca σ2 obsiahnutú v

dátach. Tvar upravenej Cramér�Raovej nerovnosti bude

D(σ̂2) ≥ 1

I(σ2)
(2.39)

Nerovnos´ nám hovorí o kvalite ná²ho odhadu. �ím niº²ia je hodnota D(σ̂2), tým pres-

nej²ie moºno z dát odhadnú´ σ2. Taktieº platí, ºe v nerovnosti (2.38) nastáva rovnos´

práve vtedy, ke¤ je ná² odhad ten najlep²í moºný,t. j. efektívny. Z vlastností odhadu

metódou maximálnej vierohodnosti (kap 2.2.1) v²ak vieme, ºe odhad je asymptoticky

efektívny (2.8) a pre dostato£ne ve©ké n platí

limn→∞D(σ̂2) =
1

I(σ2)
. (2.40)

Fischerova informácia nám hovorí o výpovednej hodnote dát, ktoré v na²om prípade

predstavujú bodový zisk strelca z kaºdého výstrelu. Je daná vz´ahom

I(σ2) = E(score2), (2.41)

kde score je funkcia závislá od σ2 a bodovom ohodnotení x.

score(x, σ2) =
∂ln(L(x, σ2))

∂σ2

∂2ln(L(x, σ̂2)))

(∂σ̂2)2
=
∂2l(x, σ̂2)

(∂σ̂2))2
, (2.42)

Pod©a [12] je za predpokladu, ºe je funkcia ln(L(x, σ2)) dvakrát diferencovate©ná a za

istých podmienok regularity de�novaných v [10], môºeme vz´ah (2.41) nahradi´

I(σ2) = −E
(
∂2ln(L(x, σ2))

(∂σ2)2

)
. (2.43)

Uvaºujme model z kapitoly (2.2) s pravdepodobnos´ou 2.6. Potom pod©a (2.12) platí:

l(x, σ2) =
∑
j∈S

nj ln (Pj(σ
2)). (2.44)

Derivovaním získame:
∂l(x, σ2)

∂σ2
=
∑
j∈S

nj

∂Pj(σ
2)

∂σ2

Pj(σ2)
, (2.45)

∂2l(x, σ2)

(∂σ2)2
=
∑
j∈S

nj

∂2Pj(σ
2)

(∂σ2)2
Pj(σ

2)−
(
∂Pj(σ

2)

∂σ2

)2

P 2
j (σ2)

, (2.46)

kde pod©a (2.14) a (2.15)

Pj(σ
2) = e−

r2j

2σ2 − e−
r2j+1

2σ2 (2.47)
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2.4 Výpo£et Fisherovej informácie OBSAH

a
∂Pj(σ

2)

∂σ2
=

r2
j

2σ4
e−

r2j

2σ2 −
r2
j+1

2σ4
e−

r2j+1

2σ2 . (2.48)

Po druhej derivácii:

∂2Pj(σ
2)

(∂σ2)2
= −

r2
j

σ6
e−

r2j

2σ2 +

(
r2
j

2σ4

)2

e−
r2j

2σ2 +
r2
j+1

σ6
e−

r2j+1

2σ2 −
(
r2
j+1

2σ4

)2

e−
r2j+1

2σ2 . (2.49)

Po zjednodu²ení dostaneme

∂2Pj(σ
2)

(∂σ2)2
=
r2
j

σ6

(
r2
j

4σ2
− 1

)
e−

r2j

2σ2 −
r2
j+1

σ6

(
r2
j+1

4σ2
− 1

)
e−

r2j+1

2σ2 . (2.50)

Dosadením do

I(σ2) = −E

∑
j∈S

nj

∂2Pj(σ
2)

(∂σ2)2
Pj(σ

2)−
(
∂Pj(σ

2)

∂σ2

)2

P 2
j (σ2)

 (2.51)

získavame vz´ah pre výpo£et Fischerovej informácie, ktorý budeme rie²i´ simula£nými

metódami.
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3. Porovnávanie teoretickej kvality odhadov OBSAH

3 Porovnávanie teoretickej kvality odhadov

3.1 Monte Carlo simulácie

Na ur£enie kvality navrhnutých odhadov σ2 pouºijeme simulácie Monte Carlo (MCS),

ktoré dokáºu na²u situáciu popísa´ napriek nedostatku dát. Simulácie sa vyuºívajú

najmä vtedy, ke¤ model obsahuje prive©a neznámych parametrov. Výsledky simulá-

cií dokáºu bliº²ie opísa´ správanie sa modelu a jeho pravdepodobnostného rozdelenia.

Princíp MCS spo£íva v generovaní sád dát náhodne alebo na základe rozdelenia, pod©a

ktorého predpokladáme, ºe sa správajú. MCS vyuºívajú závery centrálnej limitnej vety

uvedej v [5] a slabý zákon ve©kých £ísel.

Veta 3.1 (Slabý zákon ve©kých £ísel). Uvaºujme nekone£nú postupnos´ x1, x2, . . .

nezávislých, rovnako rozdelených, Lebesgue-ovsky integrovate©ných náhodných premen-

ných so strednými hodnotami E(x1) = E(x2) = · · · = µ. Potom výberový priemer

konverguje v pravdepodobnosti k strednej hodnote

X̄n
p−−−→

n→∞
µ. (3.1)

Ekvivalentne

∀ε > 0 : lim
n→∞

P (|X̄ − µ| > ε) = 0 (3.2)

Podrobné popísanie princípu MCS a iné príklady vyuºitia sú uvedené v [2].

V na²ich modeloch predpokladáme, ºe výstrely strelca sa riadia dvojrozmerným

normálnym rozdelením:

x ∼ N(µ,Σ), (3.3)

kde X sú súradnice výstrelu, µ =

0

0

 je stredná hodnota a Σ =

σ2 0

0 σ2

 kovari-

an£ná matica rozdelenia. V kapitole (2.2) sme odvodili pravdepodobnos´ s akou strelec

zasiahne bodovú zónu A:

Pj(x ∈ A) = e−
r2j

2σ2 − e−
r2j+1

2σ2 . (3.4)

3.2 Algoritmus odhadu σ2

V ¤a©²om kroku zvolíme nasledujúci postup:

21



3.2 Algoritmus odhadu σ2 OBSAH

1. Diskretizácia σ2:

Rovnomerným diskretizovaním σ2 na intervale I = (25, 400) vytvoríme d-po£et

diskretizácií σ2
i . Rozsah intervalu I sme ur£ili na základe presností reálnych

strelcov po£ítaných v kapitole (4).

2. Generovanie dát:

Simulujeme 72 výstrelov imaginárneho i-teho strelca s presnos´ou σ2
i ; i ∈ {1, . . . , d}.

Výstrely sú generované pomocou funkcie sample() v programe R (v. 3.2.2).

3. Výpo£et odhadov σ̂2
i a σ̃

2
i :

Pomocou vz´ahov ∑
j∈S

nj

∂Pj(σ̂
2)

∂σ2

Pj(σ̂2)
= 0 (3.5)

a

Z = N
∑
j∈S

h(j)Pj(σ̃
2), (3.6)

kde nj, N a Z sú známe hodnoty a σ2
i je diskretizovaná premenná.

4. Opakovanie experimentov:

Parameter σ2
i odhadneme pre v²etkých d diskretizácií. Následne kroky (2.) a (3.)

k-krát zopakujeme. Za k sme si v na²ich výpo£toch zvolili £íslo 100.

5. Výpo£et priemeru a ²tandardnej odchýlky odhadov:

pre kaºdé z diskretizovaných σ2
i máme k po£et odhadov σ̂2

i a σ̃
2
i . Z nich spo£íta-

jme priemery M(σ2, N) závislé od po£tu výstrelov N a presnosti σ2. Pouºijeme

skrátené zna£enie M̂ pre odhad MMV a M̃ pre odhad momentovou metódou.

Analogicky vypo£ítame ²tandardné odchýlky S2(σ2, N) so zna£ním Ŝ2 a S̃2.
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3.3 Výsledky MCS o kvalite odhadov OBSAH

Obrázok 3: Vý¬atok zo zdrojového kódu programu pouºívajúceho MCS

Obrázok 3 predstavuje implementáciu krokov 1-5 v prostredí R. Funkcia prob(x, size,

replace, prob) zabezpe£uje náhodný výber z x ∈ S s návratom. Vyberá 72krát s pravde-

podobnos´ou zasiahnutia jednotlivých bodových zón Pj(σ
2) odvodenou v £asti (2.2).

Funkcia uniroot.all() h©adá korene rovníc (3.5) a (3.6) na zvolenom intervale, funkcie

mean() a var() po£ítajú priemery a ²tandarné odchýlky odhadov σ2
i z k experimentov.

3.3 Výsledky MCS o kvalite odhadov

Odhady σ̂2
i a σ̃

2
i a následne aj ich priemery M̂ a M̃ by sa mali nachádza´ blízko pôvodnej

σ2
i .

23



3.3 Výsledky MCS o kvalite odhadov OBSAH

Obrázok 4: M̂ a M̃ pri kon²tantnom po£te výstrelov N = 72

Na obrázku 4 vidíme, ºe uº pre po£et simulácií k = 100 sa stredná hodnota odhadov

pohybuje ve©mi blízko k pôvodnej hodnote σ2, z ktorej boli dáta generované. Parametre

β sú odhadnuté koe�cienty v lineárnej regresii a ich hodnoty su dopo£ítané v programe

R: β̂ = 0.9979, β̃ = 0.9997.

Pouºitie MCS nám umoº¬uje skúma´ aj disperzie odhadov, ktoré tieº charakterizujú

kvalitu. �ím lep²í odhad, tým si je istej²í a jeho disperzia je niº²ia. Pri MCS bude

disperziu nahrádza´ jej aproximácia, ²tandardná odchýlka S2.
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3.3 Výsledky MCS o kvalite odhadov OBSAH

Obrázok 5: Závislos´ ²tandardných odchýlok odhadov Ŝ2 a S̃2 od σ2

Z obrázku 5 je zrejmé, ºe odhad σ̂2 je kvalitnej²í, pretoºe je niº²ia ako v prípade

odhadu σ̃2. Toto pozorovanie nie je prekvapivé, pretoºe σ̂2 bol odhad metódou max-

imálnej vierohodnosti. Vz´ah medzi σ2 a diperziou jej odhadov nazna£uje polynomiálny

rast. O£akávame, ºe ²tandardná odchýlka odhadov by sa mohla riadi´ funkciou

S2(σ2) ≈ (σ2)a, (3.7)

kde koe�cient a chceme odhadnú´. Zlogaritmujme obe strany (3.7):

ln(S2(σ2)) ≈ ln(σ2)a = a lnσ2 (3.8)

Na obrázku 6 je zobrazený vz´ah medzi lnσ2 a ln(S2(σ2)).
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3.3 Výsledky MCS o kvalite odhadov OBSAH

Obrázok 6: Závislos´ S2(σ2) od σ2

Pod©a obrázku 6 je vz´ah lineárny, £o nám potvrdzuje polynomiálny rast S2(σ2) od

σ2. Mocninu polynómu ur£íme pouºitím lineárnej regresie ln(σ2) na ln(S2(σ2)), kde

sklon regresnej priamky je

ln(S2(σ2)) = a lnσ2. (3.9)
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3.3 Výsledky MCS o kvalite odhadov OBSAH

Obrázok 7: Závislos´ disperzie odhadu od σ2 s regresnou krivkou

Regresné krivky na obrázku 7 sú ur£ené rovnicami typu

S2(σ2) = b(σ2)a + c,

kde pouºijeme odhadnutý parameter a, koe�cienty b a c sú kon²tanty odhanuté regre-

siou (3.7). Vypo£ítané koe�cienty predpokladaných vz´ahov sú uvedené v prílohe A.

Vy²²ie uvedený postup pouºijeme pri viacerých reláciach, v ktorých bude domnievaný

polynomiálny charakter. Následne vzniká nová motivácia sledova´ vývoj disperzie v

závislosti od po£tu dát. Intuitívne by závislos´ mala by´ klesajúca funkcia, ke¤ºe

zvý²ením mnoºstva dát majú odhady k dispozícii viacej informácií o strelcovi a jeho

presnosti.
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3.3 Výsledky MCS o kvalite odhadov OBSAH

Obrázok 8: Závislos´ S2(σ2) od N

Generovanie dát na obrázku 8 prebiehalo rovnako ako v postupe na za£iatku kapitoly

(3.2). Diskretizovali sme v²ak premennú N predstavujúcu po£et výstrelov, zatia© £o

vektor pravdepodobností bol �xovaný pre σ2 = 56.25, za ktorú sme dosadili priemernú

presnos´ reálnych strelcov vypo£ítanú v kapitole (4). Regresné krivky predstavujú

závislos´

S2(σ2) ≈ 1

σ2
.

Na obrázku 8 sú zvýraznené hodnoty odhadov S2(σ2) pre N = 72, £o predstavuje po£et

²ípov vystrelených pri �malej �te".
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3.4 Fischerova informácia

Monte Carlo simulácie moºno pouºi´ na výpo£et Crámer-Raovej medze. V kapitole

(2.4) sme mali de�novaný vz´ah

D(σ̂2) ≥ 1

I(σ2)
, (3.10)

kde I(σ2) predstavovala Fischerovú informáciu. V kapitole (2.4) sme uviedli aj vzorec

pre jej výpo£et:

I(σ2) = −E
(
∂2l(x, σ2)

(∂σ2)2

)
. (3.11)

Je zaujímavé pozorova´ vz´ah medzi teoretickou hranicou I−1(σ2) a ²tandardnými od-

chýlkami odhadov. V simuláciach v predchádzajúcej kapitole sme generovali dáta na

odhad vývoja S2(σ2) pri zmene σ2 a N . Tie isté dáta môºme pouºi´ na na£rtnutie Fis-

cherovej informácie. V obrázkoch 9 a 10 je zobrazený vývoj S2(σ2) i I(σ2), respektíve

I−1(σ2).

Obrázok 9: Porovnanie I−1(σ2) a odhadov S2(σ2) v závislosti od N
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Obrázok 10: Porovnanie I−1(σ2) a odhadov S2(σ2)) v závislosti od σ2

Na obrázkoch 9 a 10 si môºme v²imnú´, ºe I(σ2) predstavuje dolné ohrani£enie,

na obrázku 9 moºno pozorova´, ºe ohrani£enie sa asymptoticky dosahuje. Tento fakt

vyplýva aj z asymptotickej efektívnosti odhadu MMV. Je zjavné, ºe regresná krivka

S̃2 je vy²²ie nad úrov¬ou I−1(σ2) ako krivka Ŝ2, £o znamená vy²²iu odhadu. Treba

poznamena´, ºe odhad σ̃2 je moºné zostroji´ z niº²ieho mnoºstva dát. Zatia© £o σ̂2

potreboje bodové ohodnotenie kaºdého z N výstrelov, odhad σ̃2 pouºíva celkové získané

body za N výstrelov. Konkrétne, odhad σ̃2 vyuºil 12-krát menej dát. Kvalitu odhadov

budeme porovnáva´ na reálnych dátach v kapitole (4).
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4 Porovnanie modelov na sú´aºných dátach

4.1 Dátové vstupy

V tejto kapitole budeme analyzova´ dáta z lukostreleckých majstrovstiev a olympiád

(pozri príloha B). Sústredi´ sa budeme na skupinu strie©ajúcich v kategórii a disciplíne

de�novanej v kapitole (1.1).

Obrázok 11: Ukáºka súboru dát

Na obrázku 11 je ukáºka súboru dát, ktorý sme pouºili na veri�káciu modelov. Ide o

výsledky jedného strelca pri stre©be sady 2× 36 ²ípov na vzdialenos´ 70 m. Z tabuliek

výsledkov pre kaºdého strelca vyuºijeme st¨pce 1, 2 a 3, ktoré obsahujú nastrie©ané

bodové hodnoty. Analyzova´ budeme celkovo 597 elitných strelcov zo siedmych rôznych

sú´aºí konajúcich sa v roku 2015 (pozri príloha B). Budeme odhadova´ ich presnosti

pomocou rôznych modelov odvodených v kapitole (2). Následne otestujeme, ako dobre

bola presnos´ u jednotlivých strelcov odhadnutá.
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4.2 Skuto£né hodnoty pre jednotlivé odhady

V na²ej práci sme popísali celkovo tri odhady parametrov charakterizujúcich strelca:

• odhad σ̂2 metódou maximálnej vierohodnosti charakterizovaný vz´ahom:

∑
j∈S

nj

∂Pj(σ̂
2)

∂σ2

Pj(σ̂2)
= 0. (4.1)

• odhad σ̃2 pod©a [7] na základe o£akávaného bodového zisku Z:

Z = N
∑
j∈S

h(j)Pj(σ̃
2). (4.2)

• dvojica odhadov [λ̄, σ̄2] maximalizujúca funkciu vierohodnosti:

[λ̄, σ̄2] = argmax(
∑
j∈S

nj ln (Fλ

(
r2
j+1

σ2

)
− Fλ

(
r2
j

σ2

)
)), (4.3)

kde
√
λ predstavuje vychýlenie (v cm) od stredu ter£a a σ2 rovnomerný rozptyl

výstrelov od bodu vychýlenia.
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Obrázok 12: Histogramy odhadnutých σ2 strelcov

V²imnime si rozloºenie strelcov na obrázku 12. Strelci v histograme pre σ̃2 vykazujú

pozitívnej²í sklon, £o nazna£uje niº²ie hodnoty σ2 ako pri odhade σ̂2. Dôvodom je fakt,

ºe odhad pomocou celkového nástrelu je robustnej²í ako odhad MMV, ktorý vyuºíval

bodové ohodnotenia kaºdého výstrelu a je preto citlivý na ve©mi presné alebo nepresné

výstrely. Predstavme si strelca, ktorý zasiahne vysoké aj nízke bodové zóny. Iný str-

elec bude ma´ vyrovnané priemerné výstrely, pri£om celkovo získa rovnaký po£et bodov

ako prvý strelec. Odhad momentovou metódou vyuºíva iba sú£et bodových ohodnotení

a preto medzi oboma strelcami nezachytí rozdiel a ich presnos´ σ2 odhadne rovnako.

Odhad MMV ale tento rozdiel zaznamená a strelcovi s nevyrovnanými výstrelmi priradí

vy²²iu mieru nepresnosti. Odhad σ̃2 je preto robustnej²í a nie je ovplyvnený extrém-
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4.3 Testy dobrej zhody OBSAH

nymi hodnotami, £o by mohlo odôvodni´ nazdávané niº²ie hodnoty σ̃2. Skon²truujme

hypotézu:

H0: σ̃2 ≥ σ̂2 H1: σ̃2 < σ̂2

Odhady momentovou metódou Odhady σ̃ sú v priemere niº²ie

sú v priemere vy²²ie ako odhady MMV

Odhady σ̃ a σ̂2 sú závislé, pretoºe pochádzajú z dát o tých istých strelcoch. Na

overenie hypotézy H0 pouºijeme párový t-test de�novaný spolu s podmienkami na

moºnos´ jeho pouºitia v [12]. P-hodnota (P-value) vypo£ítaná v programe R nadobúda

hodnotu ρ = 2, 2.10−16. Párový t-test na hladine významnosti 5% zamieta hypotézu

H0 a potvrdzuje domnienku, ºe odhad σ̃2 nadobúda v priemere niº²ie hodnoty ako σ̂2.

V modeli bez predpokladu nevychýlenosti sme získali dvojicu odhadov [λ̄, σ̄2]. Odhad

σ̂2 je v skuto£nosti iba ²peciálnym podprípadom tohto modelu a maximalizuje tú istú

funkciu vierohodnosti ako σ̄2 pri predpoklade λ = 0. Odhad σ̂2 predstavuje odchýlku

²ípov od stredu ter£a, zatia© £o σ̄2 hovorí o rozptyle od bodu, okolo ktorého sú cen-

trované. Preto pri strelcoch s nízkou mierou vychýlenosti vy²iel odhad σ̂2 zhodný s σ̄2.

Opa£ne, pre strelcov s vysokou mierou vychýlenosti λ̄ by mal by´ odhad σ̂2 výrazne

vy²²í ako σ̄2, £o potvrdujú aj na²e merania.

4.3 Testy dobrej zhody

Na overenie, £i na²e modely dobre popisujú skuto£né pravdepodobnostné rozdelenie

pouºijeme testy dobrej zhody. Testy fungujú na princípe, ºe porovnajú teoretickú dis-

tribúciu zodpovedajúcu predpokladom a empirickú distribúciu pozorovanú na dátovom

súbore.

4.3.1 Chí-kvadrát test

Chí-kvadrát test dobrej zhody porovnáva rozdelenie diskrétnych náhodných premen-

ných s kone£ným po£tom tried k. Test analyzuje rozdiely medzi o£akávanými a po-

zorovanými hodnotami v kaºdej z k tried a pod©a [11] platí nasledujúca veta:

Veta 4.1. Uvaºujme súbor n nezávislých náhodných premenných x1, . . . , xn predstavu-
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4.3 Testy dobrej zhody OBSAH

júcich náhodný výber z mnoºín A1, . . . , Ak s pravdepodos´ami

P (xi ∈ Aj) = pj, j ∈ {1, . . . , k}.

Premenná vj ozna£uje nameraný po£et udalostí xi ∈ Aj pre i ∈ {1, . . . , n}. Potom

náhodná premenná
k∑
j=1

(vj − npj)2

npj
→ χ2

k−r (4.4)

konverguje k chí-kvadrát rozdeleniu s k−r stup¬ami vo©nosti, kde r je po£et odhadovaných

parametrov v modeli.

Pod©a [6] je aproximácia chí-kvadrát rozdelením adekvátna, iba ak sú splnené nasle-

dovné podmienky:

• po£et nameraných udalostí vj ≥ 10

• po£et tried k ≥ 3

• o£akávané hodnoty npj ≥ 0.25

V práci pozorujeme profesionálnych strelcov, ktorý zasahujú prevaºne iba prvé ²tyri

medzikruºia. Aby bola splnená prvá podmienka a po£et zásahov kaºdého medzikruºia

bol aspo¬ 10, zjednotíme zóny s nízkym po£tom zasiahnutí do vä£²ej zóny. Upravené

mnoºiny ozna£íme ako

Bj =


Aj; j ∈ {×, 10, 9}
8⋃
l=1

Al ∪ AM ; j = 8
(4.5)

Premenná vj bude v na²om prípade znamena´ nameraný po£et zasiahnutí medzikruºia

Bj; j ∈ {×, 10, 9, 8}. Sú£in npj bude o£akávaný po£et zasiahnutí pri pravdepodobnosti

Pj(x ∈ Bj) a po£te výstrelov N = 72. Dostávame

4∑
j=1

(vj −NPj(σ2))
2

NPj(σ2)
→ χ2

3 (4.6)

pre odhady σ̃, σ̂2 a
4∑
j=1

(
vj −NPj(λ̄, σ̄2)

)2

NPj(λ̄, σ̄2)
→ χ2

2 (4.7)

pre model bez predpokladu nevychýlenosti, ktorý odhadoval aº dva parametre [λ, σ2].
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Test zamietne zhodu s modelom, ak je rozdiel medzi o£akávanými a nameranými

po£etnos´ami príli² ve©ký. V nasledujúcej tabu©ke sú percentuálne podiely z 597 strel-

cov, ktorých odhady test na hladine významnosti 5% nezamietol:

Odhady σ̂2 σ̃2 [λ̄, σ̄2]

Percento nezamietnutých 0.9280 0.9665 0.9129

4.3.2 G-test

Podobne ako v (4.8) pod©a [8] platí

2
k∑
j=1

vj ln

(
vj
npj

)
→ χ2

k−r. (4.8)

�tatistika (4.8) sa £asto ozna£uje G-²tatistika, z £oho vznikol názov G-test. Narozdiel

od chí-kvadrát testu, ktorý porovnáva rozdiely medzi o£akávanými a nameranými hod-

notami, G-test pozoruje logaritmus ich podielov, ktorý by tieº mal by´ blízky k nule,

ak model dobre popisuje skuto£nú situáciu.

Po skon²truovaní testu na hladine významnosti 5% dostávame:

Odhady σ̂2 σ̃2 [λ̄, σ̄2]

Percento nezamietnutých 0.9414 0.9765 0.9196

4.4 Porovnanie odhadov

Zaujímavé bolo, ºe napriek tomu, ºe model uvaºujúci nevychýlenos´ dát bol najv²eobec-

nej²í, najlep²í �t dát bol dosiahnutý najjednooduch²ím odhadom pomocou momentovej

vety. Pre skúmaný po£et strelcov 597 by tento výsledok nemal by´ dielom náhody.

Moºným vysvetlením je podobný postup odhadu σ̃2 a kon²trukcie testov dobrej

zhody. Kým odhad σ̃2 vyuºíval zhodnos´ o£akávaných a nameraných celkových nas-

trie©aných hodnôt, testy dobrej zhody pozorovali rozdiel medzi teoretickými a nam-

eranými hodnotami v ²tyroch medzikruºiach ter£a. Odhad momentovou metódou je

tieº robustnej²í menej ovplyv¬ovaný extrémnymi hodnotami. Nepriaznivé výsledky

odhadov [λ̄, σ̄2] môºu by´ spôsobené zvý²enej ochotou zamietania testov dobrej zhody

kvôli zvý²enému po£tu parametrov r alebo z dôvodou numerických nepresností pri

maximalizácii komplikovanej funkcie vierohodnosti (2.36). Iným zdrojom potencionál-
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nej zmeny je pozorovanie miery zhody iba na ²tyroch medzikruºiach Bj, zatia© £o

odhady σ̂2 a [λ̄, σ̄2] brali do úvahy po£etnosti vo v²etkých medzikruºiach Aj.

Iným zaujímavým pozorovaním je, £i sú niektoré z modelov vhodnej²ie pre presne-

j²ích, respektíve menej presných strelcov. Zora¤me si strelcov pod©a bodového zisku

za v²etkých 72 výstrelov od najvýkonnej²ieho aº po strelca s najniº²ím ziskom bodov.

Postupne vyberajme skupiny 100 strelcov z tohto poradia a pozorujme percentuálnu

po£etnos´ strelcov nezamietnutých testami dobrej zhody.

Obrázok 13: Percentá nezamientnutých strelcov v skupinách zoradených pod©a vý²ky

bodového zisku

Na obrázku 13 sú zaznamenané výsledky chí-kvadrát testu pre skupiny 100 strel-

cov s postupne zniºujúcim sa bodovým ziskom. V²imnime si, ºe odhad σ̃2 dominuje

hlavne u strelcov s niº²ou výkonnos´ou. Taktieº sa ukazuje istá korelácia v zamietaní

medzi jednotlivými modelmi. V praxi to znamená, ºe modely zle popisujú, respektíve

zlyhávajú na tých istých strelcoch.

Pozrime sa, ako dobre modely popisujú strelcov, u ktorých sa prejavila vychýlenos´

od stredu ter£a. Strelcov, pre ktorých platí λ̄ ≥ 0.05 je dokopy 156. Percentuálne

po£ty nezamietnutí sú:
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Odhady σ̂2 σ̃2 [λ̄, σ̄2]

Chí-kvadrát test 0.9679 0.9872 0.9679

G-test 0.9744 0.9808 0.9744

Pri popisovaní vychýlených strelcov si model bez predpokladu nevychýlenosti po£ína

lep²ie, av²ak stále zaostáva za odhadom pomocou momentovej metódy. V²etky prís-

tupy v²ak ve©mi dobre popisujú realitu. Pozrime sa na odhady z poh©adu výpo£tovej

náro£nosti. V nasledujúcej tabu©ke sú uvedené £asové intervaly, za ktoré sú vypo£ítané

odhady pre na²u vzorku 597 strelcov:

Odhady σ̂2 σ̃2 [λ̄, σ̄2]

Výpo£tové £asy 1.40 s 0.50 s 47.38 s

�as odhadu 1. strelca 0.0023506 s 0.0008375 s 0.0793635 s

V²imnime si takmer trojnásobne krat²iu d¨ºku trvania výpo£tu odhadov σ̃2 oproti

σ̂2. Znamená to, ºe odhad σ̃2 nevyniká len mierou zhody, ale aj výpo£tovou nenáro£nos´ou.

V²etky výpo£ty a odhady boli vykonané na po£íta£i s nasledovnými parametrami:

program R (v. 3.2.2)

OS Windows 7

CPU Intel Core 2 Quad Q6600, 2.4 GHz

RAM 4 GB DDR2, 800 MHz
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Záver

V práci sme popísali nieko©ko spôsobov odhadu presnosti lukostrelcov za rôznych pred-

pokladov, menovite: odhad momentovou metódou a metódou maximálnej vierohod-

nosti. Skúmali sme model s predpokladom, ºe strelec mieri na stred ter£a. Neskôr

sme zostrojili v²eobecnej²í model, ktorý predpoklad nevychýlenosti vypustil. Pre oba

modely sme boli schopní vypo£íta´ pravdepodobnosti zásahov medzikruºí.

V kapitole (2) sme odvodili postup dvoch odhadov parametra presnosti pre model

s predpokladom nevychýlenosti: odhad momentovou metódou σ̃2 a odhad metódou

maximálnej vierohodnosti σ̂2. Pre model bez prepokladu nevychýlenosti presnos´

charakterizovala dvojica odhadov [λ̄, σ̄2]. V kapitole (3) sme pomocou Monte Carlo

simulácií ohrani£ili teoretické kvality modelov Fischerovou informáciou. Teoreticky

najkvalitnej²í sa ukázal by´ odhad σ̂2.

V kapitole (4) sme odhady porovnávali na dátach pochádzajúcich z rôznych luko-

streleckých podujatí. Na overenie kvality modelov sme pouºili testy dobrej zhody, ktoré

porovnávajú teoretické a empirické po£etnosti zásahov jednotlivých medzikruºí ter£a.

Pozorovali sme aj £asy, za ktoré boli odhady vypo£ítané. Najv²eobecnej²í odhad [λ̄, σ̄2]

bol pod©a o£akávaní výpo£tovo najnáro£ne²í. Testy dobrej zhody nezamietli primera-

nos´ odhadu vo vy²e 91% zo vzorky takmer 600 strelcov. Odhad σ̂2 testy nezamietli v

cca 93%-tách prípadov a jeho výpo£tový £as bol 1.4 s. Odhad momentovou metódou

bol z teoretického h©adiska najjednoduch²í, £o sa prejavilo aj na d¨ºke výpo£tu, 0.5 s.

Napriek tomu sa ukázal by´ najlep²í z h©adiska miery zhody teoretických a skuto£ných

po£etností a dosiahol primeranú mieru zhody aº v cca 97% prípadoch.

V budúcnosti by mohlo by´ zaujímavé skúmanie spolo£ných vlastností strelcov, pri

ktorých odhady zlyhali. Takýmto postupom by sa mohol podari´ nájs´ zdroj chy-

bovosti pre kaºdý druh odhadu. Zaujímavé by bolo zozbiera´ dáta od menej skúsených

strelcov a porovna´ kvalitu uvádzaných modelov na danej skupine. �a©²ím moºným

vylep²ením je zjednodu²enie funkcie vierohodnosti pri modeli bez predpokladu nevy-

chýlenosti. Vhodné by boli úpravy, ktoré by zvý²ili rýchlos´ jej konvergencie, prípadne

patri£ne zvolené po£iato£né body nelineárnej optimalizácie.

Prínos práce vidíme hlavne v moºnej implementácii v sú´aºnej lukostre©be. Uvádzané

metódy odhadu parametra presnosti môºu by´ pouºité pri prepo£te lukostreleckých
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výkonov pri zmene vzdialenosti. S vyuºitím popísaných modelov moºno analyzo-

va´ rozhodovacie vlastnosti herných systémov. Spravodlivos´ pravidiel by spo£ívala

v umoºnení výhry toho najlep²ieho strelca a obmedzeniu prvku náhody. Charakteri-

zovala by ju pravdepodobnos´ ví´azstva najpresnej²ieho strelca.
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Príloha A

Koe�cienty regresných kriviek

V kapitole (3) sme pre vz´ahy medzi disperziami, diskretizovanou presnos´ou σ2 a

po£tom výstrelov N skon²truovali polynomiálne regresie a následne regresní krivky. V

nasledujúcich tabu©kách uvedieme koe�cienty, ktoré sme pri MCS vypo£ítali. Regresné

modely odhadovali parametre vo vz´ahoch tvaru:

D(σ2) = b(σ2)a + c.

Tabu©ka pre závislos´ od σ2:

b a c R2 R̄2

D(σ̂2) 0.0186 1.959924 -12.9009 0.968 0.9678

D(σ̃2) 0.02729 1.91561 -23.6973 0.9663 0.9661

I−1(σ2) 0.01955 1.946249 -6.95374
0.9988 0.9988

I(σ2) 50.5 -1.946249 0.000212

Za ú£elom porovnania je uvedený aj riadok pre I−1(σ2). V st¨pci R2 sa nachádza

koe�cient determinácie, ktorý hovorí o kvalite modelu. �ím je bliº²í k £íslu 1, tým lep²ie

popisuje a odhaduje reálne vz´ahy medzi veli£inami. Upravený (adjusted) koe�cient

determinácie v sebe zah¯¬a aj po£et parametrov, ktoré sme v modeli pouºili.

Podobne ako pre σ2 sformulujeme závislos´ od N :

D(σ2) = bNa + c.

Tabu©ka pre závislos´ od N :

b a c R2 R̄2

D(σ̂2) 3542.8624 -1 -0.5927 0.9459 0.9456

D(σ̃2) 4271.1667 -1 -0.6794 0.9603 0.9601

I−1(σ2) 2486.1505 -1 0.2982 0.9959 0.9959

I(σ2) 0.0004005 1 -0.0001168 0.9901 0.99

V²imnime si zaujímavú hodnotu parametra a. Regresný model nám tvrdí, ºe medzi

Fisherovou informáciou I(σ2) a po£tom dát N existuje priama úmernos´, respektíve

nepriama úmernos´ medzi N a D(σ2). Pomocný regresný model nám v skuto£nosti
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odhadol koe�cient a = −1.007 pri oboch odhadoch, ale test o kontraste sformulovaný

v [12] nezamietol hypotézu, ºe a = −1. Iný test o kontraste nezamietol hypotézu, ºe

parameter c (intercept) je zanedbate©ný. Regresné modely sa teda lí²ia iba v jedinom

parametri b, ktorý predstavuje �vý²ku hladiny� regresnej krivky N−1. Koe�cient b je

najvy²²í pre disperziu odhadu σ̃2, £o nazna£uje niº²iu kvalitu odhadu, av²ak asymp-

toticky

lim
N→∞

D(σ̂2) = lim
N→∞

D(σ̃2) ≈ 0,

ke¤ºe parameter c je zanedbate©ný. Dochádzame k záveru, ºe pre dostato£ný po£et

výstrelov N sú oba odhady ekvivalentné.
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Príloha B

Zoznam lukostreleckých sú´aºí

V kapitole (4) sme pouºívali výsledky strelcov z nasledujúcich lukostreleckých po-

dujatí:

1. European Games 2015, Baku, Azerbajdºan, 16.06-22.06.2015

2. Toronto 2015 Parapan Am Games, Toronto, Kanada, 08.08-10.08.2015

3. Archery World Cup 2015 - Stage 3, Wroclaw, Po©sko, 11.08-16.08.2015

4. World Archery Para Championships, Donaueschingen, Nemecko, 22.08-30.08.2015

5. Archery World Cup 2015 - Stage 4, Medellín, Kolumbia, 08.09-13.09.2015

6. Campionati Italiani Targa 2015, Torino, Taliansko, 25.09-27.09.2015

7. 8th European Club Team Cup, Riom, Francúzsko, 02.10-04.10.2015
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